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本 专著 共 分 四 章 . 

第 一 章 研 究 各 种 不 同 的 凸 泵 数 类 ， 这 一 章 的 主要 内 容 直 到 目 
前 为 止 还 仅 发 表 在 各 杂志 上 .作者 认为 本 章 内容 序 使 不 管 书 中 的 
其 它 部 分 也 还 是 有 兴趣 的 ， 因 为 是 丽 数 在 数学 的 许多 分 支 中 有 着 
广泛 的 应 用 . 

第 二 章 人 氢 述 奥 尔 里 奇 鹤 间 的 一 般 理论 ,这 种 空间 是 空间 Ls 的 
直接 推广 . 

在 这 里 我 们 对 奥 尔 里 奇 窒 间 研究 通常 线性 泛 丽 分 析 所 考虑 的 
间 题 :完全 性 ,可 分 性 的 条 件 , 基 的 存在 , 等 价 的 范 数 , 列 紧 性 的 条 
件 , 线 性 泛 画 的 性 质 等 等 . 可 以 看 到 奥 尔 里 奇 空间 有 许多 关系 与 
空间 Le 相似. 

第 三 章 研究 定义 在 奥 尔 里 奇 空间 的 算 子 和 省 西 . 

作者 在 讨论 形 如 


дро) = (Се, НФ 


的 非 粮 性 积分 方程 时 ,感到 有 应 用 奥 尔 里 奇 空间 的 必要 ,其 中 fu) 
是 增加 速度 快 于 任意 震 的 画 数 ， . 

ХМ p > 1, БУНТ А ВА 2 
f L ЗЕ Ë EY S , ВУ ЕЕ ВУ БЕРЕС 
分 方程 出 现 了 困难 ， 而 第 二 章 和 第 三 章 的 结果 使 我 们 能 够 来 讨论 
相当 广泛 的 非 厂 性 方程 的 类 . 

ЖЕН НРА ТЕРНИИ 

作者 利用 这 个 机 会 向 希 洛 夫 (K. Е. Шилов) 表示 感谢 ,他 的 
许多 意见 本 书 已 狼 采 用 ， 
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第 一 章 .特殊 类 的 凸 函数 


$1 Мм Ж 


1. РВ. 实 变量 “的 实 值 画 数 M(w) 称 为 上 的 ,假如 对 于 
和 二 的 一 切 值 满足 不 等 式 


а + u; М(ш) + M(u,) 
м( і ) < ома), GA.) 


ВАМИ ЩЕ О ВОН, 条 件 (1.1) 2 HHB P ЖЕ ВА #c 
(a) Е ЕЕ ОВЕН PCB 70А XF ЛУ X Z Б. 


шуча, 11-9) 
图 1 


从 几何 上 (图 1) 易 见 所 有 的 弦 均 位 于 画 数 的 图 形 之 上 , 序 对 于 一 
Я a(0 < a < 1) 不 等 式 

M[aai + (1 — a)u;] S aMGa) + (1 —a)M(a) (1.2) 
恒 成 立 ， 这 个 不 等 式 称 为 容 生 不 等 式 ， 我 们 还 可 以 用 解析 的 方法 
来 证 明 读 不 等 式 ， 事 实 上 ,假设 不 等 式 (1.2) 不 是 对 于 [0, 1] 上 的 
一 切 w“ 均 能 满足 ,那么 连 德 画 数 

Ка)=М[ аш: + (1—а)и:] —вМ(и)—(1—@)М(и:) 


在 [0, 1] 上 的 最 大 值 Mo 为 正 ， 我 们 把 使 得 a) 具有 值 M, 的 自 
变量 的 最 小 值 记 为 mw. . 又 假定 6 > 0 是 这 样 的 数 ， 写 使 得 区 HB 
[о 一 6, om 十 6] 包含 在 [0, 1] 内 .于 是 对 点 

ur = (0 — Ou + (1 — а + 8), 

ut = (о + би, +. (1 — a — 8) 
КИ СТП) ЗН Ка) 序 得 


Ка) < Ke Кожа) < u, 


于 是 发 生 矛 盾 , 因 而 不 等 式 (1.2) 获 证 . ; 

如 果 № o, B| (1.2) 中 的 等 号 成 立 ， 或 者 只 有 当 a 一 0 和 
a= 1 时 ,或 者 对 于 一 切 «Є [0, 1]. 事实 上 , 假 屋 对 其 个 m6E(0， 
1) (1.2) 中 的 等 号 成 立 , Вр Ка) = 0， 今 证 在 此 情况 下 对 于 一 切 
a€ [0, 1] Ж Ка) =0. РЯ „ЕВЕ (а) Ли, l jk; 
РНБ ПЕЖО, ТЕРЕ а Є (0, 1) Я Ка) < 0, 
(ЖЕ КАЕНА 6945818 f(a) ЖЕН Е). 为 了 确定 起 见 , 假定 


а < о, Жо = 1- 0 р + ° дуна 
1-а 上 一 ww 


Kay < ека) + ® — (1) = 17а) < 0, 
1-а 1-а 1 — a 


5 Ка) = 0 Ж/А. 
不 等 式 (1.1) 还 可 以 再 推广 成 如 下 的 形式 :对 任何 a, az: 
и», 


u (t et +t) < 


< + [MGa) + MGa) 十 … + Мы]. 01.3) 


对 形 如 2t 的 一 切 4, 只 要 过 种 应 用 (1.1) 就 能 证 明 不 等 式 (1.3)， 较 
ИЕ п КИН. БЕ т РЕНИ ЕВА о + m 二 2%， 
я 


s 
n +m 


55 + Ми) + mM(a*)]. 


ñr = — 朗 得 (1.3)。 
设 Uw и, 


一 и: из 一 и 
Wa = ut gs 
ta 一 ta t 一 ta 


于 是 由 不 等 式 (1.2)， 


M(w) < 2 — и мы) = = п Ма), 


故 得 
М(из) 一 М(ш) < M(u) — M{m) < М(и›) — M(:a) 


из и W#a - из 一 из 


(1.4) 
所 得 到 的 不 等 式 (参看 图 1) 表明 弦 AB КОЙД СЛ AC 
的 角 系数 ,而 它 又 小 于 弦 .BC ИЖ, 
2. 凸 图 数 的 积分 表达 式 . 
引 理 11. КН M(x) 在 每 一 点 都 有 右 导 数 ра Си) 和 
车 导数 -Cw)， $B 
р-(и) < р+(м). (1.5) 
WF. 由 于 (1.4), 当 0 二 及 二 如 时 
М(и) — М(и — в) < М(и) 一 Ми — h) < 


№ № 
< MG + ы) — MG) < MG + ы = MG) C1.6) 
t 2 
从 这 些 不 等 式 序 可 推出 关系 式 
М(и) — М(и — k) 
Ф 


AEghbR69, Вт л -> + O 时 有 极限 р-а). 类 似 地 ,关系 式 
— м 是 非 增 的 , 因而 当 > РО 时 有 极限 р, 


至 于 不 等 式 (1.5) 辐 样 能 由 (1.6) 推 出 . 


re 


818812. ЕН моо) И во ВЕН 
бе | 
Ш. 假发 a <, 则 当 正 数 充分 小 时 
m + < — kh, 
于 是 由 (1.4)， 
M(nm + 名 — М(щ) < М(и:) 一 Утв — 23 . (1.7) 
取 极限 并 利用 不 等 式 (1.5) 即 得 
p+lm) < p+(1). (1.8) 
ЗЕ, РАС p, (и) 的 单调 性 就 起 明了. 
在 址 明 引 理 1.1 时 便 经 指出 ,对 于 一 切 双 > 之 0 
3% Мба + A) — М(х) 
А 


р+(и 


固定 4 并 且 取 当 w — s + 0 时 的 极限 ,由 画 数 M(z) ПОВ ВЕВр 
得 


Шъ р+(и) < (1.9) 


ВОРЕН р+(и) ВОДА НЕ, ЯЛСАН Е 在 的 。 再 在 
(1.9) 中 取 当 4 -> + 0 时 的 极限 ,得 到 
Im P+) S раш). 
另 一 方面 , 当 w 2 u р, (и) > b+(ro), 由 此 
lm ра(и) 2 p+-(za), 


М(ш + А) — Mua) 
ереста па 


因而 
„Шт 2+(и) 一 реш). 
上 述 等 式 表 明了 画 数 和 *(x) ВОЛЗ ВВЕ, 
引 理 诈 些 , I 
附注 。 完全 类 似 地 可 以 证 明 р (а) ЗЕЙ ЖЕНЕ, 
_ 8813, ав мба) gre Пина 
н. 


. 4. 


ЗЕ. ”考察 任 一 区 间 Га, 5]. Eka <a < < b. 由 于 
(1.4) 
М(ш)— М(а) < M(:a) 一 Ма) < м(ь) 一 Ми) 
HL а и: — ш Ь — и 
从 上 述 不 等 式 序 可 推出 І 
ваба) < М) Мм) ср (р), 
M1 


t 一 


亦 即 对 于 区 天 [as РУО u a, K|) МО 是 有 界 


82 一 ta 
的 . А 
引 理 证 些 . 
定理 11。 (FPE OE Ma) — 0 О 
М(и) = | ПӨТГА | (1.10) 


` ЗЕЕ ний. 
ЧЕ. ЕВА МС) 几乎 处 处 有 导数 . 事实 上 ， 由 于 
《17) 和 (1.5), 当 z >> ш Bf 
p-Ga) > p+Ga) > p-Ga), (1.11) 
因为 夯 数 р Си) МИ РЕ ЛАДЕНА. 假设 a 是 图 数 
2-(и) МАНЕ K. 4E(1.11)rF 225 ви, —> ma 时 的 极限 , 即 得 
p-Ga) > p+Ga) 2 Р-(ш), 


于 是 
p-Ga) = раш). 
因而 几乎 处 钼 有 
М'(и) 一 plu) = р+(и). 

由 于 引 理 1.3, В М(и) ЖХ, ЕВЕ НЯ 
[38]) 自 己 的 导数 的 不 定 积分 . 

定理 证 毕 . = 

3. МЕХ. РЖ M(u) 称 为 МИ, ИЕ 
为 . 


Ё 
z] 
) 
! 

| 
| 
Н 

i 

1 

! 

| 


M(z) = W коа, ` а 


ЗН p(2) 4 z > 0 时 为 正 , 双 当 + > 0 НЕВЕ Ed # +E 
”县 还 满足 条 件 : 
p(0) = 0, p(co) = 240) = оо, (1.13) 
ВЕ, 上 述 条 件 表明 , АЖ p(z) 必须 具有 形 如 图 2 的 图 形 ， 
而 N~ 夯 数 的 值 就 是 相应 的 则 线 梯形 的 面积 。 


атре: 4 
мба) = ры (а> 1), Ма) = е1 


就 是 -函数 的 例子 。 对 于 其 中 的 第 一 个 , pi(?) = М) = и), 
而 对 于 第 二 个 ,以 = МК = 2". 

4. Ar- 画 数 的 性 质 . 由 表达 式 (L12) 可 推出 每 一 个 N- 画 数 是 
连 米 的 偶 画 数 ， 陛 在 雾 点 的 值 为 雳 并 且 当 自 变量 的 值 为 正 时 还 是 
增加 的 

М-Н, 事实 上 ,如 果 0 < x: < ww, 则 由 于 p(z) 的 单 
МИ 


РР 


м (==) -| 2 
2 ”J 


pa < j: 0) + 


a 3 


ПЕСИ 


+ 1, * рва + 5 даг] = 


2 
= ра + Ë гда | = 
A 


2 MC) + MGa)]. 


Жа, za ЕЖИКИ 
0 “+ е) мы!) <u (ltl!) < 


< T IMG) + MGa)]. 


在 (1.2) 中 假设 ww 一 0, 可 得 


M(aa) S aMGa) (0 <a < 1). (1.14) 
条 件 (1.13) 的 第 一 个 等 式 表明 
ба MG) 0, (1.15) 
wu—0 и 
从 (1.13) 的 第 二 个 条 件 又 可 推出 
9-а, ба 
因为 当 z* > 0 
М(и) _ 1 í“ LI 1 и \ 
ик 1( Ora 7 | pd > P (z). 


我 们 指出 ,对 N—-Bd khi 8 , (1.14) 中 仅 当 a = 0,1 sË a = 0 
时 等 号 成 立 。 事实 上 ,假设 a Z 0 井 且 对 于 某 个 a€ (0, 1)(1.14) 
中 的 等 号 成 立 , 则 由 2 页 所 证 明 的 结 葵 在 (1.14) 中 对 于 一 切 
a€ [0, 1] 等 号 成 立 ， 于 是 对 于 一 切 a€ [0, 1] 
Mlam) — МО), 
оа шщ 
在 此 等 式 中 取 当 а 一 0 时 的 极限 ,得 到 


- lim M(au) = Ма). 
.-0 ощ ta 


这 与 (1.15) 矛 盾 . 
虫 此 可 网 
Mfor) < оМ(и) (0<а<1, = 0). (1.17) 


волана МСО 当 «为 正 值 时 是 严格 增加 的 
М) < М осии), (1.18) 


ТЕН, АЛОЕ) на = z. 


ЗАРАНИЕ 8 E. 5 Е НЕ N—Ed #ç 69 El Y (Bl 
3), 性 质 (1,15) 表 有明 横 灿 与 N- 画 数 的 图 形 在 原点 相 切 . 而 性 质 
(418) 和 (116) 痊 出 联 逢 原点 与 N- 画 数 图 形 上 的 动 点 的 弦 之 角 采 
数 的 变化 特征 。 N- 画 数 的 图 形 可 能 包含 间断 点 和 认 厂 段 。 间断 
点 对 应 于 画 数 ps) 的 间断 点 , 天 直 和 线段 对 应 于 画 数 p(2) 的 常数 区 
м. 
M(u) 


图 3 


当 自 变量 为 非 负 值 时 , М-РН M(z) 的 反 画 数 记 为 MT-(o) 
(0 < 0 < co)。 这 个 画 数 是 耻 的 ,因为 由 不 等 式 (1.2) 当 mo 之 0 
时 

М-Ҷ от 十 (1 一 o)o] > aM (o) + (1 — @М“*(»»). 

从 N- 画 数 M(z) 的 右 导 数 plu) 的 单调 性 可 推出 不 等 式 


at 


М(и) + М(о) = | 


ll 
p(2)d: + |. (г < 


< |" (да. +] x. м да = 


- ее :Da = Мн +101). (129) 
假设 a = М(и), b = М(о) 是 任意 非 负 的 数 ， 则 由 (1.19) 又 
得 到 
М-(а + b) < M”(a) + М-(Ь). (1.20) 
5. NV- 画 数 的 第 二 种 定义 ， 使 用 以 下 的 定义 有 时 是 很 方便 
Е M(z) 称 为 N- 而 数 ,假如 它 是 侦 夯 数 并 且 满 足 条 
件 (1.15) 和 (1.16)。 今 证 这 个 定义 与 前 面 的 定义 等 价 。 显然 我 们 
只 须 证 从 -而 数 的 第 二 个 定义 可 以 推出 把 它 表 为 (1.12) 形式 的 、 
可 能 性 . 
出 于 (1.15) M(0) = 0, 因此 由 而 数 M(w) 的 偶 画 数 性 和 定理 
1.1, 能 把 它 表 为 
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М(и) = " Ра 
的 形式 ， 其 中 p(w) 是 当 и > 0 НЕВЕ (ВА М (и) 
的 右 导 数 )。 因 为 当 x > 0 Bf 
ра) > М0), 
НИЗМ м > 0 ЕЎ р(и) > 0, ЕН. НС. 9 
Втр(и) = = 
另 一 方面 , 当 x > 0 时 


M(2z) = F Кдд > j. 0004: > арил, 
因而 


р(и) < 一 一 一 мою, 


因此 由 (1.15) 
р(0) = lim pG = 0. 


6. М-Я А, 两 个 N- 画 数 Mi(x) 和 М.и) 的 复 . | 


ВИ М(и) = M:[Mi(z) ] 仍然 是 N- 画 数 。 事实 上 , Ш М(и) 
有 右 导 数 ( 当 xz > 0 时 ) 
р(и) 一 p. [M GO ] (и) , 
其 中 pi(w), p(w) 是 М-РАЖ M.G) 和 Mz(w) 的 右 导 数 . 画 数 
p(n) 右 连 敌 、 非 减 且 满 足 条 件 (1.13), 因为 画 数 加 (ec) ЯП р.и) 满 
足 这 些 条 件 . 
其 递 亦 芙 : 任何 N- 画 数 М(и) 都 是 两 个 N- 男 数 的 复合 画 数 
М(и) = M,[M.G)]. 
如 果 M (2) НАЛЕВО N-Bd š, НУВ М.С) 由 等 式 
М,(и) = ММ; ||] (1.21) 
唯一 地 确定 ,其 中 МГ) 是 M Ge) ОБС, 
这样 一 来 ,为 了 将 M(z) 表 成 复合 画 数 的 形式 ,必须 找 出 这 样 
的 М-Н М, (и) „Е М,(и) = MLMTI(C|zl)] 也 是 М-Н. 
因为 当 x > 0 时 


м) = *[Mr1GO]J 
PG = мас 


所 以 欲 使 Ma(z) 是 М-Н ОЛ В.Р 2 ЗЕ, ЗН 
НВ ЖИ: (1.13), ЭВ Мо) MOBI Ы о УВЕ 
ЗАЗ. ‘ | 

ЗЕЕ RE o RE] T ЗЕНА, АНЕ д 2849 ( 1.136984 
ери) ,使 同样 是 非 减 、 右 过 秆 并 且 满足 条 件 (1.13) ВУ 


Р и) 
数 ,那么 图 数 


lal 
Mi(#) = j AOL 
和 由 等 式 (1.21) 所 定义 的 М.и) 都 是 N- 画 数 , 并 且 等 式 М(и) = 
= M,[M.G) ] 成 立 . 
”作为 画 数 如 (x) 特别 可 以 取 
Pn) = [р(и)]° (0 < = < 1). 
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Аа 


让 我 们 再 指出 ， 如 果 N- 男 数 M(x) 是 两 个 N- 画 数 М, (и) 和 
Ma(z) 的 复合 图 数 , 则 对 每 一 个 久 0 相应 的 有 常数 之 0, 使 当 
и2шН 


М(и) > М, Си). 


52. х М-Ж 
1. 定 义 . 假设 p(2) 当 上 > 0 时 为 正 , 当 上 О ЕТИ. 
ЗЕМ ВА ВСЕ ВОИ ЛЕ РЕС1.13). (ғ) С; > 0) 是 由 等 式 
40) = sup ғ (2.1) 
ко 
ВЕ ВОВК, 
不 难看 出 , 图 数 g(s) Rf ES Bd р) 同样 的 性 质 : 254 ç > 0 
时 为 正 , 当 * 之 ОЕ УЕ ВОН B W КЕ 


400) = 0, limg(s) = оо, (2.2) 
Га ӨХ АЕ CSS sÇ | 
А а10С01 2; pl4G)] 2 s, (2.3) 
工 且 当 s > 0 时 
g[p()— e] <s, plq()— e] < =. (2.4) 


如 果 画 数 pl?) ВАТ Н НЯ И, RBUBS2 9(*) ЛЕВИ p(z) 
ПОЗЕ ВЕР, 在 一 般 情况 下 „ВА a (s) 称 为 plz) 的 右 反 男 数 ， 
页 数 plz) 同样 也 是 gq(s) 的 右 反 画 数 ， 描 给 在 图 4 Бе. ЛӨ) Ë 
СИТЕ 2 上 的 画 数 p(z) 的 右 反 图 数 . 

函数 


м(и) = F Od, мо = F аа» 


н -图 数 。 

ВФ) НО) 是 互 余 的 м-т, 在 许多 场合 需要 我 们 
人 研究 N— кеМ Ф,(и) = аФ(фи) (а, 2 > 0). ЕН М 
Ч. (о) 由 下 列 等 式 确定 : 


= +1 (2), (2.5) 


图 4 


事实 上 ,而 数 0 (2) 的 右 导 数 pi(?) 等 于 abp(6r) ,其 中 bi) 是 
№24 Ф(и) 的 右 导 数 ， 因 此 
5 


469) = 1 (2). 


ab, 
从 而 
101 
(o) = |" qi(s)ds = Е а (=) ds= а j: g(s)ds, 
故 得 42.5)， 


2. 杨 格 不 等 式 ， ”我 们 运用 通常 推导 荷 尔 德 不 等 式 的 思考 方 

法 , 在 图 5 上 面积 了 和 5 分 别 表示 М-З М(и) 和 NN(v) 的 值 ， 
.从 几何 上 显然 有 

uv < T + S = М(и) + М(»). 
HB: M(x) 和 N(v) 均 为 偶 画 数 ,所 以 上 述 不 等 式 对 于 一 切 的 
“> о 都 成 立 , 它 称 为 杨 格 不 等 式 ， 由 此 可 见 

z < М(и) + М(»). (2.6) 

同样 从 图 5 可 以 看 是 不 等 式 (2.6) 变 成 等 式 , 假如 对 于 已 给 的 

азо = p(|#|) sign и 和 对 于 已 输 的 e, и = gq(|v|) sign и, 这 样 一 

来 ` 
` lsleC(]s]) = М + NIpCl«|)] (2.7) 


‚12. 


на 


и {,9($} 


图 5 


和 š 
21401) = M[a(|e|)] + №»), (2.8) 
从 (2.6) 可 推出 
м№(0) > uv — М(и). 
又 由 (2.8)， 该 不等式 当 x = q(| e) signv 时 变 成 等 式 ,因此 


N(e) = max [41| — MG]. (2.9) 
公式 (2.9) 也 可 以 作为 M(u) 的 余 N- 画 数 的 定义 . 
从 杨 格 不 等 式 得 知 


М-)№- (о) < 20 (о> 0). 
另 一 方面 ,从 图 5 双 可 看 出 N|] 一 Mo, 于 是 当 M(z) = о 
时 就 得 到 
о < Mv Ny). 
这 样 一 来 ,对 于 一 切 的 > 0 
s < МКМ Ко) < 20, (2.10) 
зя. 我 们 已 经 指出 画 数 Mi(O) = №" (a > 1) E N-Bl 
数 , 仿 求 其 余 N- 画 数 ， 显 然 当 * > 0 时 
PD = М) = 2, 
因此 


4:5) = 581 ($20), 
其 中 工 十 工 一 1, 于 是 
“ В 
мо = [ооа 18", 
作为 第 二 个 例子 ,我 们 来 计算 А-В М,(и) = е — [и|—1 
В м0, ХР 
pG) = МК) =e — 1 (#20), 


因此 
408) = In (s + 1) ` G 2 0), 
于 是 


мб) = ("004 = аа 10а 900—191. GAD 


注意 ,在 很 多 情况 下 是 不 能 求 出 余 N- 画 数 的 明显 公式 的 。 例 
ЖП, 9 М(и) = e — 1, Ир) = 2te2, 但 不 能 把 qls) 表示 成 明 
显 的 形式 . 
4. 余 画 数 的 不 等 式 ， 
定理 2.1. ВЕ N- 图 数 М, (и) 和 Ma(z) 当 и? 时 满足 不 
g 
М (и) < Ми), 
мА у-ва) 和 No 不 等 式 
№) < №(о) 
当 2 и = ри) 时 成 立 ， 
ЗЕ. (Бр „бў 是 N-Bi É Ми) 的 右 导 数 , 由 画 数 4:00) 的 
单调 性 , 当 v wm = 如 (m) 时 有 不 等 式 gx(z) > z。 由 于 (2.8) 
ао) вит M2[ gCv)1 Бе №0), 
又 由 于 神 格 不 等 式 
40) .wx 和 Mi[dz(o)] 十 Ni(z)， 
有 
М44(0)) + №60) < Mi[g(o)] + МС). 
再 因 当 ç 2 wo 时 Mi[ qs(v)] > МИа:()] к 
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№60) < Мо). 
定理 证 毕 . 
53. М-и НЕ 
1. 定 义 。 我 们 知道 当 全 co 时 N- 画 数 的 值 的 增加 速度 很 


快 ,这 在 以 后 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 .为 了 方便 起 见 ,引入 以 下 
Ея. ЗАРЕ 


М,(и) < Mi(u), (3.1) 
假如 能 够 找到 正常 数 m ЯП А 使 得 
M.G) < М.и) (z 2 a). (8.2) 


` N- 画 数 Mi(w) 和 Ми) 称 为 可 比较 的 ,假如 关系 式 М.) < 
< Ми) 9% Ми) < M.G) 成 立 . 

不 难看 出 ， 从 М, Са) < М, (м) 和 М, (0) < М, Си) 可 推出 
M.G) < M(x)。 车 在 元 素 的 集合 中 引入 (3.1) 型 的 关系 式 并 且 满 
足 上 述 所 指出 的 性 质 ， 则 称 此 集合 为 牛 序 集合 ， 这 样 一 来 ，N- 醒 
数 关于 符号 .< 构成 牛 序 集合 . 

假说 а < о, ВА М) = |z |%*, Ми) = |а (аа, 
om > 1) 就 是 满足 关系 式 (3.1) 的 N- 画 数 的 最 简单 的 例子 。 = 

现在 来 研究 М-Н М (и) = [а |С [а 1)(a > 1)， 显 
然 ,对 于 任何 e > 0, |а|“ < M(x) < |а|, 

2.990189 МВ. 车 Mi(w) < МКи) 和 Mi(e) < М), 
ДУ N- 画 数 М! (и) 和 Ma(z) 是 等 价 的 。 记 为 MC4) — МКы). 

显然 ,每 一 个 N- 丽 数 等 价 于 它 自己 ,车 两 个 N- 画 数 等 价 于 第 
三 个 N- 画 数 , 旭 它 们 彼此 等 价 ， 由 此 可 知 ,所 有 N- 画 数 的 集合 可 
以 分 解 成 彼此 等 价 的 画 数 类 . 

从 定义 可 以 推出 ,N- 画 数 M.G) 和 Ma(z) 等 价 的 充 要 条 件 为 
存在 着 正 的 常数 心 , ks SU a, 使 得 

М.и) < М.и) < М.и) (и 2 иу). (3.3) 


特别 ,从 此 不 等 式 可 以 得 出 ,对 于 任何 的 > 0, М-Н M(u) 


` ЗИ МИ МО). ВНЕ 
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M(x 
емо 
М-Н М) Ят М.С) 出 是 等 价 的 , 
定理 31， R AGO < ме, Mt: ох 
Na(v) < М(»). 
ЗЕ, 根据 已 知 条 件 ,可 以 找到 这 样 的 ,wm > 0, 使 得 


a>0 (3.4) 


Mi(u) < Mku) («22 ш). (3.5) 
А М(и) = М.и), 则 由 (2.5) 可 知 М(и) 的 余 М- Е МС) 
и 
| 等 于 м (z). 
于 是 不 等 式 (3.5) 可 以 写成 


М, (и) < М(и) («2 оа). 
从 而 由 定理 2.1, 能 够 找到 这 样 的 m > 0, 使 得 Я 
М0) 和 Ni(r) (ç > vo), 


故 有 
Ni(v) < М (ви) (. > =). 

定理 证 此 

从 上 述 定 理 直 接 得 到 

定理 3.2. 车 м- 0 M.G) 和 М.и) 等 价 ， 到 它们 的 余 N- 
ВАС N (e) 和 м2) 也 等 价 ， 

定理 3.2 表 肯 ， 彼此 等 价 的 NN- 图 数 类 的 余 N- 丽 数 也 是 等 价 =, 
的 N- 图 数 类 . š 


3. NV- 画 数 的 主要 部 分 。 ИУ О (и) 称 为 М-Н М (и) 的 
主要 部 分 (ro u.), 假如 对 自 变量 较 大 的 值 О(и) = М(и). 
о ОР 
lim 200 = оо, (3.6) 


иә 


则 00и) 是 基 个 хни, | 
в. 从 条 件 (3.6) 可 推 四 lim d(C) = оо, 假定 凸 画 数 Q (z) 
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当 w 之 и ЛЕН, НЕ 1.1, 54% Q (a) 可 以 表 为 
ос) = |, par + 00а), 
т Е 


ВОЗУ АРНЕ p(w) НУ НЕ „ВР, р(и) < b, НН 
О (и) < Ки — ш) + QGa), 
ў 5(3.6) №. ЖЕ, ГРА р(и) 4 и > 由 时 是 正 的 . 
.因为 pCw) 无 限 增加 ,因此 可 以 指出 这 样 的 wi 之 w + 1, 使 得 
plu) 2 pGa + 1) + QG). 
于 是 | 


О(а) = 全 Рае + |5 Ра + О(ш) < 
< р(0 + 1) + QG) + pGa)Ga — ш- 1) < 
< pGa)Ga — ta); 
因而 
s= tapa) >1, 
QGa) 
ZE ХИН М (м) ,借助 于 等 式 
Обе xl” 3 [a| а, 
ta 


QG) 3⁄4 |а| 2 a 时， 
则 M(w) 是 М-С, А Е НГ Sk 


М(и) = | 


«О (ш) ші м < х 
моа 当 0 <, < 时， 
р(и) 当 # > ші, 


щи 0 时 是 正 的 , Чи > 0 ЕЕ СЕ B 08 JE 28 
件 (1.13). 

ДЕННИЕЗЕ, 

4. 关于 等 价 性 的 一 种 刊 别 法 . 

数 轴 上 的 集合 下 称 为 完全 测度 集合 ， 如 果 不 属于 忆 的 点 的 集 
合 的 测度 等 于 雾 ， 


» 37 ， 


Rs КИН 


АЕ М-РН: 
мо) = [даг Mw) = "ро. G 
引 理 3.1. 假发 存在 常数 k, ш > 0 和 完全 测度 集合 ,使 


(м) Ош) (¿Pus € F), 
则 м-р 
мо) = [Мы 和 MGO = [еда 
满足 关系 式 M.G) < Ми). . 
"Е. Аш и 积分 在 引 理 的 条 件 中 所 输出 的 不 等 式 ,得 到 
ми) — Ма) < u Гм ви) 一 M(kai)] < 


< + Мы) (u> ш). 


: ЖА, ШИНА. 由 于 Mi(z) 无 限 增加 ,于 是 可 以 找 
到 这 样 的 za 22 мо, 使 当 w 宇 wi 时 


Mi(u) 一 MiGa) > 


M.G). 


~ 


_ МИ и > иу 8 
М!(и) < M2(ku). 
ЯНИЕ, 
如 果 对 于 较 大 的 = ВЖЕ р [оа, (Ви) ] < и, BJA В 3.1 
ЯЛЕН М, (0) < МХи). 
81832. Б 


fim 2069) в 0, (3.8) 
иге ри) . 


“€F 
Beb P ES минмо) ~ м0), 
ЗЕ, 由 (3.8) 可 选 出 这 样 的 xm > 0,64 и > zx € Е 
PG) < 25рКи). 
р 从 wm 到 xw 积分 最 后 的 不 等 式 ,得 到 
М.и) —М!(ш) < 26 [М(и)—М.(щ)] (м2), 


• 18 < 


хл 


由 此 及 lim Ми) = co 可 推出 ,对 于 较 大 的 * 值 
МКи) < (22 + ПМКи). 
由 上 壕 不 等 式 和 (1.17) 双 可 推出 ,对 于 较 大 的 x 值 
| МКи) < М (26 + 1], 
即 
Mi(u) < МКи). 
类 似 地 可 以 证 明 M(x) < Mi(z)。 
引 理 证 蔡 。 
1 在 引 理 3.2 的 条 件 中 , 起 作用 的 只 是 在 自 变量 的 值 较 大 时 夯 
数 p(nu) 和 ри) 的 值 。 此 处 以 及 另外 一 些 考虑 N- 画 数 M(u) 的 
右 导 数 p(x) 的 情况 中 ， 重 要 的 只 是 当 自 变量 и 的 值 较 大 时 画 数 
p(w) 的 公式 ， 由 于 这 个 原因 ,我 们 采用 下 面 的 定义 : 画 数 p(z) 称 
为 函数 p(w) 的 主要 部 分 (rm 4.)， 如 果 当 自 变量 的 值 较 大 时 它们 
相同 。 
жиза. рант многуте м-н 
мо) = [аа мо) = "ад, 
ратио г, 使 
Hm 21400120," ° (3.9) 


уе “ 
则 М (и) ~ Ми). 


ЗЕ. 引入 符号 gx(z) = x。 由 于 (2.3) 


Pa[ qv)] = рг(и) 2 о, (3.10) 
又 由 于 (2.4), 对 于 任意 的 二 0 
pu— в) < о, (3.11) 


以 Е ЗЕ р (и) 和 p(w) 的 连续 点 所 构成 的 F, 的 子 集 ， 
因为 任何 单调 画 数 的 间断 点 不 多 于 可 数 个 ， 因 此 下 仍然 是 完全 测 
Е, 

从 (3.10) 可 推出 

0и) < (и) = р:4(0)] 
Фи) š ы 7 
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由 此 和 (3.9) 


ла 20046 3.12 
ЕР, Ри) 12 
由 (3.11) 得 知 ,对 于 一 切 的 x € F 
Pn) _ Е (и) Pi(u) _ Р[4(0)] 
ри) = 2(и— =) я о 26 А 


由 此 和 (3.9) 


ws ри)" (3.13) 
“€F 


从 不 等 式 (3.12) 和 (3.13) 可 推出 
9 Ри) _ 
从 最 后 的 等 式 和 引 理 3.2 ВИФ М, (и) ~ М.и). ХЕРЕ, 
5. 各 种 不 同 的 类 的 存在 ， ”由 于 引入 了 等 价 N- 丽 数 类 ,于 是 
就 产生 了 存在 “多 少 ”不 同 的 类 的 天 题 ， 显 然 ， 例 如 N- 画 数 | |° 
对 于 不 同 的 a > 1 属于 不 同 的 类 。 N- 画 数 M(a) = (1 + |1) х 
I (1 十 jx|) 一 lx| 满足 关系 式 M(x) < |а |“(a > 1), 然而 它 不 
等 价 所 任何 一 个 N- 画 数 |xj“。 又 满足 关系 式 |< |° < Mi(w) 的 
М-Н Ми) = ei 一 || 一 1, 宅 也 不 等 价 于 任何 一 个 N- 图 数 
ПЕ 
邻 假设 
М,(и) = В pe)de ба = 1,2, 5-5) (3.14) 
是 任意 的 一 个 N- 画 数列 。 我 们 来 作出 这 样 的 N- 夯 数 МС) 和 
Ф(), 使 “ 
М,(и) < М(и) (Gn =1,2,-::) (3.15) 
和 | 
Ф(и) < М,(и) (п = 1,2,:::), (3.16) 
щл — 1 < ¿ < n (2) = р) + pt) + р, 
ДНК p(2) НАЙ, ЕЕ ВВ ЕВЕ (1.13). 由 于 引 理 
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Бъ? 


` 3.1, М-Н 


мед = ("дае 


满足 关系 式 (3.15)。 

根据 已 有 的 证 明 双 可 以 造 出 N- 画 数 (o) ,满足 关系 式 

М.(о) < (o), . 

其 中 和 N,(v) 是 N- 画 数 (3.14) 的 余 N- 画 数 。 再 由 于 定理 3.1, М- 
ВИ 到 (>) 的 余 М-Н Ф(м) 就 满足 条 件 (3.16). 

假设 М(и) 是 某 个 М0, НА Ми) = (MG) 一 工 也 是 
М-Н. EAR. М(и) < М). 容易 看 出 . 当 М(и) ЖИЮ š 
增加 得 决 时 ,Mi(z) 不 等 价 于 M(“)， 而 且 对 于 很 多 其 *E #9 М 
数 ， 这 些 画 数 也 不 互相 等 价 . 然而 确实 存在 N- 画 数 М(и), (8 
ex — 1 — М(и) (请 读者 自己 作出 实例 ). 


不 难 对 任何 М-Н М (и) 作出 与 它 不 等 价 的 М-Н СО Со) 


和 RG) ,使 : 
QG) < М(и) < К(и). 
为 此 ,由 等 式 
rn) = пр(пи) Ш п — 1 Зи < nit (n = 1,2, ...) 


. Е ТЫ R(u) 的 右 导 数 (м), ЗА ОСи) 可 以 确定 为 满足 


条 件 : 
N(v) < Ф (0), й (o) 不 等 价 于 N(v)， 


的 М Ш Со) 的 余 N- 画 数 , 其 中 N(v) Е Ми) 的 余 N-. 


Же. 
容易 看 出 , 所 作 电 的 而 数 Q (и) 和 (и) 具有 下 烈性 质 : 对 每 
Ка 1,2, 575, ВАЕН аз, 24 и > ия FF 
QG) < м(=) < M(nu) < Ви). (8.17) 
在 本 节 的 最 后 , 我 们 来 证 明 对 每 一 个 N- 画 数 M(u) 相应 的 有 
这 样 的 N- 画 数 O (u) ,使 关系 式 M(x) < Ф(и) #ll Ф(и) < М(и) 均 
不 成 立 .为 此 ,我 们 首先 作出 满足 关系 式 (3.17) 的 N- 画 数 Q (a) 
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т Ula. ul 


与 R(x). 不 失 普 通 性 ,可 以 献 为 

QG) < Е(и) («2 =), 
其 中 wo 是 某 个 正 数 . 让 我 们 描 纵 所 要 作出 的 画 数 ФС) 的 图 形 
(6). 


rm] 


图 6 


首先 假定 当 0<x<w 时 @(w) 一 O(n)， 其 次 ,过 点 {uo, Q(ua)) 
和 {wm 十 1， 尺 Gm 十 1)} 引 直线 ,由 于 (1.16) 这 条 直线 还 与 画 数 0(x) 
的 图 形 交 于 另 一 点 , 玫 这 点 的 横 坐 标 为 wm， 再 过 点 (a, QGa)) 和 
{tm + 1, RGa + 1)) БЕЯ ЕХБ О (z) 的 图 形 相 交 , 交 
点 的 横 华 标记 为 wz。 炎 续 这 个 过 程 , 就 得 到 联结 点 (ио, О(ш)} ， 
{и О (ш)}  {изь О(из)} 等 等 的 折线 。 这 条 折线 就 是 当 и 之 w 时 
N- 画 数 Ф(и) 的 图 形 , 
根据 @(z) 的 作法 , 写 具 有 以 下 的 性 质 : 
< Ф(и„) = Ou) (в =1,2, +.) (3.18) 
和 
Ф(и + 1) = RG + 1) (в=1,2,...). (3.19) 
IE ФС) < MG ,那么 能 找到 和 uw* > 0, 使 
Ф(и) < MRu) (“2 x*). (3.20) 
由 于 (3.17) 双 能 找到 и, > и*, 
МИА, 十 1)] < (и, + 1). 
再 由 于 (3.19) 


M[ACe + 1)] Фа, + 1), 
5 (3.20). 
类 似 地 可 以 臣 明 ,关系 式 M(x) < Фи) 不 成 立 . 
我 们 让 读者 自己 证 明 , 对 于 任意 的 N- 画 数列 M.G) (в = 1, 
2,"…*) 存在 有 N- 画 数 Ф(и) 与 W(w), 使 @(w) <M,(u) < FG), 


- ЯН Ф(и) 5 9) ЖИ М, 中 的 任何 一 个 . 


“ $4. 4-6 件 
1. 定 义 . Э М-Р МС) 对 较 大 的 zx 值 满足 А, 
如 果 存 在 常数 外 > 0, wm > 0, 使 - 
М(2и) < АМ(и) (“2 x). (4.1) 
容易 看 出 ,总 有 不 之 2, 因 为 由 (1.17) 当 zx == 0 by 
М(2и) > 2М(и). 
Az- 条 件 等 价 于 对 较 大 的 zx 值 满足 不 等 式 | 
Мм) < 4(0)М(и), (4.2) 
其 中 ! 可 以 是 任何 大 于 1 КЖ. 
ЗЕЕ Е МН 2" > 1, 旭 从 (4.1) 当 и > u 时 得 到 
М(ш) < М(2”и) < "М(и) = k(DMGO. 
反之 ,如 果 2 < 1", СЖ 
М(2и) < М(и) < k'(DMGO. 
1-04 М(а) = a|u|*(a 2 1) 可 以 作为 对 于 一 切 и ЧАР 
足 全 条 件 的 函数 的 最 简单 例子 ,因为 
М(2и) = a2° |a |° = 2“М(и). 
显然 ,对 于 较 大 的 И A:- 条 件 ,如 果 


Му < оо, (4.3) 
МЕЕ Н ,对 于 一 切 * 值 满足 Аг, 即 对 一 切 x 22 0 满足 
不 等 式 (4.1) ,等 价 于 条 件 (4.3) 和 条 件 


Tm м0) 一 co。 (4.4) 
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如 果 M(w) 满足 A 条 件 ， 则 任何 等 价 于 M(w) 的 N- 画 数 也 
满足 此 条 件 。 事实 上 ,假设 МКи) ~ M(w), 这 就 表明 能 找到 数 
a< B5 a 2 0, 使 

"М(ои) < M,(z) < М(Ви) (ии). 
因而 , 当 м 2 max (и, t) 时 


Mi(24) < М(2Ви) < (2 В.) мса) < (26 В) масо. 

注意 ,在 每 一 个 满足 A 条 件 的 等 价 N- 丽 数 类 中 ， 有 对 于 一 
切 w 值 满足 不 等 式 (4.1) 的 N- 琐 数 .事实 上 ,假设 MG Ч w 2 u 
时 满足 不 等 式 (4.1), 如 同 证 明定 理 3.3 时 一 样 ,用 等 式 


MG) [а мш мо IH 
мо - | аз lual” 34 |а| < a м, (4.5) 
М(и) 34 |z| 2! 


确定 N- 画 数 М.и), 其 中 a = =. > 1, ЖА 
ñ tao 


Mi(2u) < max[2°, R]MiCu). 

2. ^ 盖 条 件 的 判别 法 . 

定理 4.1. Ф N- 画 数 M(w) 满足 人 条件， 必须 且 只 须 存在 
常数 %“ 与 和 > 0, 使 Щи 

М(и) 

其 中 РС) чи мо) ВК 

ЗЕ. 因为 总 有 wp(n) > М(и), 那么 a > 1, Ви, 
由 (+.6) 得 至 


<а, ` (4.6) 


РС) d _ 
| мо“ <“ «| Е aln 2， 


即 有 M(24) < 2°М(и). 这 样 一 来 ， 条 件 (4.6) 的 充分 性 就 证 基 
7, 
АННУ и 2 ra hf 
М(2и) < АМ(и), 
那么 - 
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. 
АМ(и) > М(2и) -{ P(O): > Ѓ (Рае > ир(к), 


8024 w 之 ш 时 满足 不 等 式 (4.6). 

рата 

ни ЕЗЖЕ ЯЯ Я, MG) 对 于 一 切 и> 0 满足 人 A- 条 件 , 如 果 
宅 对 于 一 切 x > 0 满足 不 等 式 (4.6). 

定理 4.1 使 我 们 能 简单 地 证 明 , 满 足 A:- 条 件 的 N- 画 数 M (u) 
不 比 需 图 数 培 加 得 快 ， 事 实 上 , 当 其 满足 A 条件 时 ,从 (4.6) 就 得 
到 

« рб “ дг 
F aa Е |=, 

024 м 2 ra 时 


MG) < м и". (4.7) 


ЕЯ, ОЕ АЕ „Е Г Shi p(n) 满足 
不 等 式 
Р(2и) S Ip(u) (“2 ma), (4.8) 
其 中 1> 1,:o 2 0, Л 
特别 ,不 等 式 (4.8) 满 足 , 车 画 数 p(n) 对 寺 大 的 自 变 量 的 值 是 
媚 的 , 序 对 于 较 大 的 a 和 ze 
ta 十 wy ш) 十 pG) 
162 ) > 2 + Pt ) 


3. 对 余 N- 画 数 的 人 ;~ 条 件 。 — 我 们 有 兴趣 的 是 下 面 的 问题 : 
ЕЛЕ М-РН МСо) 指出 它 的 余 М-Н М(и) 是 否 满 足 
入 一 条 件 ? 

定理 42. УИ) ВИЖ M(x) 满足 At 
ARB 4 须 存在 常数 — 和 2 >o, 使 


N(v) < 2 NG) (и> x). (+.9) 


Ш. ”假设 条 件 (4.9) 满 足 , 分 Ni(v) = — z NGO. 由 于 等 式 


i а 


《2.5),Ni(z) 的 余 М-Н Ми) 被 等 式 MC) = 2м(2а) 确定 ， 


双 不 等 式 (4.9) 可 写成 
N(v) < Ni(v), 
于 是 由 定理 2.1 得 量 , 当 自 变 量 的 值 较 大 时 
M.G) < М(и), 
也 就 是 
М(2и) 和 21M(z) 
可 类 似 地 证 明 从 (4.1) 推 出 (4.9). 
如 果 对 于 一 切 v > 0 (4.9) вл, НУР — Ви, M(xw) 满足 
A— fE. у 
ДЕТ РЕЖЕ НН „М-РН A;- 条 件 , 如 果 宅 的 导数 当 
自 变量 的 值 较 大 时 是 凹 的 ， 显 然 , 画 数 是 目的 ,如 果 它 的 反 画 数 是 
ун, 这 样 一 来 , V- 画 数 满足 和:- 条 件 ,如果 宪 的 余 N- 画 数 有 山 
的 导数 
ТЕЖЕ гимны. 
818841. ОХ #00 пао) MU, ДИН 
И а 
М vq(v) a 
N) > (4.10) 
№. 例如 ,我 们 证 明 从 (4.6) 可 推出 (4.10)。 由 于 (2.7) 
М(и) = ир(и) — М[р(и)]. 


Й 


因此 从 (4.6) 得 出 
ий: и 
О ЕТ e 2 20 
于 是 


CO 
т: G>). Сел) 


ЖАКА и = (0) (ЗИ р(и) 和 а(0) Я, ВОН 
Р(и) = о) 即 得 (4.10)， 类 似 地 可 以 证 明 从 (4.10) 能 够 推出 (4.6)， 
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B|EBRESE, 

由 上 面 所 证明 的 引 理 和 定理 4.1 部 可 得 出 定理 4.3。 

定理 4.3。 Е ММ) ”的 值 较 大 时 有 单调 增加 的 
ЗЕЕ, ИЗБЕ М-Н мо) В Ar- 条 件 当 具 仅 当 对 于 较 大 
的 ” 值 有 不 等 式 

L >а, (4.12) 

其 中 о > 1, 

为 起 此 只 须 指出 , 从 图 数 g(z) ВЗ ЕВГ ЧФ Я С p(w) 
的 连续 性 . 

与 定理 4.1 的 情况 一 样 ，N- 画 数 М(и) 对 一 切 м 满足 а 
件 , 如 果 对 一 切 x > 0 不 等 式 (4.12) 满 足 . 

4. 例 .我 们 已 经 指出 , N- 画 数 M(x) = а|и|“(а > 1) 对 于 
0) “ил A;- 条 件 . 

作为 例子 我 们 来 研究 N- 画 数 


М(и) = |а [а |а| + 1), (4.13) 
Е раи ; 
ир(и) = афаши +1 
М(и) Ir + 1 I 


于 是 
站 (и 
ТО та 
因此 由 定理 4.1 便 知 V- 画 数 (4.13) 对 于 较 大 的 zx ЧИН АРЕ. 
直接 计算 之 可 得 
lim М(2и) __ = Ба Ми) = 2", 
ae М(и) ив М(и) 
即 满足 条 件 (4.3) 和 4.4), 这 表明 N- 面 数 (4.13) 对 一 切 # 满 是 A 
条件. 
我 们 让 读者 自己 证 明 , N- 画 数 (4.13) 的 余 N- 画 数 也 满足 Ai 
条 件 . 
N- 西 数 


9 27» 


Мо) = ем — || — 1 (4.14) 
不 满足 A,- 条 件 ,因为 它 比 任何 震 画 数 都 增加 得 快 。 画 数 N(z) 的 
导数 等 于 e° 一 1 (z 2 0), фл, 于 是 从 前 一 段 的 附注 得 出 ， 
NGCz) 的 余 画 数 M(w) 满足 A— РЕ, 不 难看 出 , 画 数 N(v) 满足 
条 件 (4.9)， 也 可 以 直接 验证 ，N- 丽 数 (4.14) 的 余 画 数 M(x) 满足 
A 盖 条 件 , 因 为 已 经 知道 它 的 明显 表达 式 ( 见 (2.1177: 
М(и) = (1 + |x |) In + 14|) — м1. 
此 时 不 难看 出 ,对 于 一 切 的 zx 满足 Az- 条 件 . 
现在 再 来 研究 М-р 
М) =e” — 1, (4.15) 
我 们 已 知 其 余 画 数 М(и) 不 能 找到 明显 的 表达 式 ， 然而 不 难 指 
盟 ， 对 于 自 变量 的 一 切 值 M(x) 都 满足 A- 条 件 . 为 此 可 利用 定 
BB 4.2, 
А 我 们 首先 注意 , 画 数 p(2) == г" 一 ве + 3 34 z 0 时 是 单调 
增加 的 ,因为 p'(z) = 4е (е 一 1) > 0. ШИ, Мо > 0 BF 


д 
г" —1 


>" 一 1: 


. 上 述 不 等 式 是 对 于 函数 (4.15) 当 1 = 2 时 的 条 件 (4.9)， 

在 研究 上 述 例 子 时 可 能 产生 这 样 的 猜测 ,两 个 互 余 V- 画 数 中 
至 少 有 一 个 满足 A 条件 ， 此 外 ,还 可 能 产生 这 样 的 猜测 ,每 一 个 
- 比 震 夯 数 增加 得 慢 的 V- 夯 数 一 定 满足 A:- 条 件 ， 我 们 引用 例子 
来 说 明 这 些 猜 测 都 是 铺 误 的 ， 

f мя M(x), 它 的 导数 p(t) 由 等 式 

一 fz， 如 果 z€E[0, 1 

с la, 如 果 zE[CR 一 DD)! AD) G@=2,3,:::) 

确定 | 


为 了 征明 N- 画 数 Mo) = [ое 不 满足 Ar 条 件 :我 们 只 
须 证 存在 着 数列 и, — oo, 使 | 
МСОи,) > вМ(и,) в=1,2,...). (4,16) 
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ат (90,2050), 


则 
М(2и,) > {0а > (а+1)1:а1, 
而 
пі 
пМ(“,) =- 站 Ра < n: n! пі, 
于 是 得 到 (4.16).。 
显然 ,函数 4(*) 由 等 式 
2-4 如 果 s€[0, D， 
И, САО М) “=, 3 
确定 ， 


我 们 指出 меи No) = [чб 也 不 满足 Ar 条 件 ， 
为 此 ,考察 数列 и, = в! (а = 1, 2，…'), 此 时 
N(2v,) > W > ni! : ni, 


而 


п№о,) = n [асдаг < п-т! (п — 1)! = nt ° ni. 


BD N(20,) > вби, = 1, 2，.…)， 此 画 数 不 比 = 增加 得 快 ， 
因为 4(s) < G > 0). Е 


$5. A 条 件 
1 定义 。 我 们 称 N- 夯 数 MGO 满足 入 -条 件 , 如 果 存 在 有 正 
常数 c 和 mm, 使 
M(ue) < сМ(и)М(и) (z, 2 u), ` (5.1) 
引 理 5.1。 如 果 000 M(x) WSA a fF, АРВ АР 
条 件 . 
Е. Bg = ¿MG + 2), Чи 2 + 2 8 


+ 29 。 


Si 


М(2и)<М[(ш +2) ЗМ (ш + 2)М(ш) = АМ(и). 
引 理 证 毕 . 
假设 М-ВАЖ M (и) 满足 人 -条件 ,而 М-С Mi (и) 等 价 于 


М(и). 我们 指出 ,此 时 Mi(w) 也 满足 А-0, ВП 人 ~ 条 件 是 彼此 | 


等 价 的 V- 夯 数 类 的 特性 . 因为 M(x) ~ M.G), 旧 存 在 正常 数 
ku а ЖИ za, 使 
М(и) < М) S Мая) (ии). (5.2) 
为 方便 起 见 ВАНЯ, k <1, м, ш, k > 1, 
由 于 引 理 5,1, 9 А, > 0 И м, > 0, 使 


u (k: «)<амс) (¿> aD, (8.3) 


因而 , Ми, о 2 max а, ш; = 时 


Мао) < Mkup) < сМСУ ku) МСУ ko) < 
< cRM(Ru)M(Rwv) < с ММ, Со). 
我 们 还 不 知道 在 每 一 个 满足 д7 条 件 的 等 价 МАЖОР 
否 存在 对 于 一 切 wx, о 都 满足 该 条 件 的 画 数 . у 


必须 指出 ,满足 入 -条 件 的 N- 画 数 类 与 满足 -条件 的 ММ 


А 
In (е + |u|) ` 
a 4 因 Р а 2и(и + е)1 (и + е) — а 
"Ем ВА Ж, 因为 它 的 导数 p(x) ШЕ. 
Са 之 0) Жана. СЕЕ Н J: JP 69188 
ВТА. РНЕ: 
2 


р) = — + е 1n2 (w + e) 一 


数 类 有 本 质 上 的 不 同 。 例如 ， 考 察 画 数 M(x) 一 


2 
= 2и(и Не) In (z + e) чи + Е > 


а КОЕ 
>: GE WWG LO Га + e) ш (z + e) ир 0 
(и> 0). 
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М-Ж M(x) 满足 A- 条 件 , 因 为 


ван се 入 -条 件 , 因 为 
5) MG) _ 
i Ма) 
2. 1 ^’- 条件 的 充分 判别 法 . 
定理 51， ПЕ НЕ лв. 
на 
Кә = put) 
ao 
4:21 时 是 非 增 的 ， HI М-Н 
мо) = [рол 
满足 入 一 条 件 . 
ЗЕ, 假设 4， v 之 tw, 于 是 由 定理 的 条 件 ， 


Plut) < pm) > 
pO C О 
ТОЧНА 


М(иь) = | (аи = «J eC)ar = 


= „дае + «|. plut) dt 


中 ,得 到 
i -A + и sor (да, = 
= uw иц M(v) 
pC) h + 2]. 
又 因为 


1 чао 
mapu) < 一 一 一 | (в) < 
to — 1 Јано * 


ши 2 
21 j Paar = Мба), 
ә  — 1 


RJ 
M (uu M(v 
М(иь) < Mee, Ë + ze]. f (5.4) 
从 最 后 的 不 等 式 得 里 , N- 夯 数 мо) 满足 АРАМ. 事实 上 ， 
从 (5.4) 于 x 二 mw 时 可 推出 
2M (и) y 
M(uv) < Tp М(0) 3 020, 
其 中 四 是 使 (wm) > пори) 的 数 . | 
由 А-Я РЕНА k > 0, 64 и > mm 时 
М(ии) < ЕМ(ы). 


这 意味 着 从 (5.4) 得 出 
РНЕ и ГА 2 之 00, 
моо) < МОМО) G ç > ep. 
ЖЕНЕ, 


а ОЖ 
81852. ИЖ 


= Ри) 
ДӨ) ох 
对 于 确定 的 < 之 > 1 5 2 6 АНИ 
— РФ (0) 
a РС) 


4,2 ww 时 非 增 。 
证 。 ЖК) 34 + 22 mw 时 非 增 的 充 要 条 件 为 宅 的 导数 
и ир' (ut)plt) 一 ри) 
20) 


34 z 之 w 时 是 非 正 的 , 即 
up (ut) < РС) 
р(ш) os 
而 最 后 的 不 等 式 可 从 引 理 的 条 件 直接 得 出 . 
引 理 证 些 。 
”从 这 个 引 理 和 定理 5.1 得 到 


- 32 。 


ЖЗ» 


cz Sa 


定理 52。 НЕ ИСО ЗЕЕ 
~ 0) 
FO) ë) 6.5) 
ЭЕ, N- 图 数 
MG) = j. PU 
Жл А-6. 
кяр 入 -条 件 . 
定理 5.3. dë N- 画 数 M(x) 的 导数 plx) 当 z 之 内 之 上 时 
ЗН ` 
ХО) 
#0 pG) 
ме e ДМВ MG) Я А 


NCo) = {5 аа 


”满足 条件 . 


证 ， 因为 丽 数 g(2) 非 减 , 划 对 充分 大 的 + 宅 取 正 值 , 这 意味 
着 ,对 自 变量 较 大 的 值 p(t) > 0。 РН Bc р) ËJ БЕ Bd 38 
4(s) 的 可 微 性 . 
由 引 理 5.2, 为 了 证 明 此 定理 ,只 要 能 找到 m% > 1, НМ 
时 画 数 
КӨ) 
(5) w 7253 
ЗЕ. 
假定 s = p(z), НЧ г> а = max{w, 4(1)}, 52 я = p(a)>1 
时 有 
4’ 一 =? 
аб = sqg(s) _ pe) _ 1 


5 а wp) 0 
双 因 为 函数 g(D) ƏE98 С g (s) ЗЕЯ. 
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定理 证 毕 . 
在 下 一 节 里 ,我 们 将 分 出 满足 人 ~ 条 件 的 МЖК. 
AJ. 如 果 


Mi(#) = 


riu 


(a> 1), 


到 显然 对 于 一 切 x, о 
I Mi(uv) = aMi(u)Mi(v), 
ËJ M(xn) 满足 人 ~ 条 件 . 
N- 画 数 
MO = ыыы + 1) (a> D. 
ЖЕН) z, ç 满足 入 -条 件 的 N- 画 数 的 第 二 个 例子 . 
事实 上 ， 
Мио) 一 |ио |С [1+ 1) < 
< Про ам + |in|əll +1) < 
< | Са) Сә + 1) = 
немі м.(«)М›(о), 
现在 考察 М-р 
Ми) = (1+ 1и) (1 + |4) — |м|. 
2р4 
О(и) = ити 
对 于 较 大 的 值 是 凸 的 ,并 且 满足 条 件 (3.6)。 由 于 定理 3.3, 丙 数 
Q(x) 是 某 个 N—-Pd #k Ф(и) 的 主 部 : гл. ч. Ф(и) = О(и). 
又 由 于 定理 5.2, В Ф(и) 满足 入 一条 件 , 因 为 
д 一 了 4 十 上 一 1+ 二 


In 


N- 画 数 (nu) 和 М, (и) 满足 条 件 (3.4)， 因 而 是 等 价 的 , 这 意 
т, М-ВО М,(и) 满足 人 -条 件 . 
看 来 М-РН Ms(w) 不 是 对 一 切 的 z, о 都 满足 A 条件。 事 
实 上 ,如 果 存 在 常数 < ,使 对 一 切 x, о 沟 有 
| M(uv) < сМ(и)М(о), 
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мтс | 

— мадм®) _ 

Ки, о) MG 

[O+ ею (1+ | [Па 1) (1 1 
G + luvl) In Q + |а|) — || 


的 值 以 正 数 二 为 下 界 。 但 若 候 定 x — n, “一 ЕВЕ 


Р 1 
lim f (п, —— | = 0. 
s rO 
作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 指出 ,利用 定理 5.3 能 够 验证 М-РН 
Мба) = а + |a |) — 1 
的 余 N- 画 数 NGCo) 满足 人 ~ 条 件 。 对 于 М(и) a 


a) 一 = [2 Ма 0) 1 


4 Е 值 较 大 时 МЕНЕЕ ТР 


= 1 
21n Е 1+: 


= 3 _ 1 
то в 5 mr 


s! 
tl Vat Е 


$6. ВЕСИ М-Н 

Ід. 我们 称 М-Н М) 满足 Ar 条 件 , НЫЕ 
ИР NV- 画 数 |и|М(и). Ми 二 1 时 总 有 |u|M(w) > М(и), 
所 以 全- 条 件 意味 着 , 当 《 值 大 于 某 ww 时 

[м] Ми) < Ми), (6.1) 

РАЯ. 

如 果 N-Edšk M(x) 满足 Ai- 条 件 , ВН, 等 价 于 M(x) 
的 一 切 N- 画 数 均 满足 此 条 件 . 

АЖЕ е, е, и" 等 等 的 -图 数 М(и), BJ PA4E 28 8 Jë 
人 一 条 件 的 N- 范 数 的 例子 ,因为 宅 们 显然 满足 条 件 (6.1). 
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在 所 有 引用 的 例子 中 ,N- 栅 数 М С) 比 任何 老 画 数 增加 得 快 . 
这 天 不 是 偶然 的 ,因为 每 一 个 满足 Ai- 条 件 的 N- 画 数 М(и), 都 比 
ЕГ а" 增加 得 快 ， 事 实 上 ,由 (C6.1) 当 x 之 uk" 时 


М(и) > fu(%) > им (=) >...> 
Ё к “()> == s: 


然而 并 非 一 切 比 任何 短 画 数 增加 得 快 的 N- 画 数 都 注 足 As- 条 
件 , 例 如 ,对 于 гл. ч. M(u) = а М-Н М (и) ЖЖ 


条 件 , 因 为 作对 于 任何 & 之 0 
монд _ 
2 ә |a |M(u) 
2. ЕЕ 
定理 6.1, ВЕ 图 数 M(xn) 满足 Ai- 条 件 , 旭 其 余 N- 图 数 
N(v) 对 于 较 大 的 о чар :不 等 式 
ЕЮ) < №(0) < М-и), (6.2) 


ЗЕ M 1(6) М (+) 的 反 图 数 , А < k ЗЕЕ 
证 . 我 们 首先 指出 ， м 


мод = [мое 
等 价 于 N- 画 数 M(xe)。 事 实 上 ,根据 定理 的 条 件 , 当 ”“ 较 大 时 
мо) = [Гм < MG) < M(k), 
其 中 & 是 常数 。 另 一 方面 , 当 zx > 工时 
Mi(24) 一 F маг > {моа > «М(и) > MG. 


可 见 M (z) ~ M(x), 
因此 M (z) 的 余 画 数 Ni(z) 等 价 于 NCv)。 显然 我 们 可 以 直 
ВЕН №: (о): 


Ni(v) = Ме, (6.3) 
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于 是 得 到 
Ni(o) 一 |z|M-(C|ol) 
和 


NG) = И M-i(Da > k: и M Gd: № им" (=) 


从 最 后 的 不 等 式 和 М! (6) ~ NG) врте. 2). 
定理 证 些 . 
注意 , 当 v 充分 大 时 , 不 等 式 (6.2) 的 左 岗 对 于 任何 丽 数 M(u) 
《没有 关于 人 Ay- 条 件 的 假 让 ) 和 任何 常数 < 1 都 是 正确 的 。 事实 
上 ,从 杨 格 不 等 式 得 出 , 当 v УЖ 
МоМо) CRNCG) + Ши < Мо). 
3. 等 价 余 N- 画 数 的 构造 . 我 们 已 经 指出 , 仅 在 个 别 的 情况 下 
余 N- 男 数 才 可 能 有 了 明显 的 表达 式 ， 然 而 对 于 应 用 来 说 ,在 很 多 情 
况 下 并 不 需要 知道 余 画 数 的 精确 公式 ， 而 只 要 知道 任何 与 宅 等 价 . 
的 N- 画 数 的 公式 就 够 了 。 现 在 来 说 明 对 于 基 些 N- 画 数 类 我 们 能 
НАИ М-РН А, 而 其 中 的 一 类 就 可 以 借助 А-6 
加 以 表示 。 
从 定理 6.1 直接 得 出 
定理 6.2。 假设 N- 丽 数 M(x) 满足 Ai 条件， Бар 
Осо) = 11м) :其 иж Ww) 的 主 部 ， m ФМС, 
Ў ТЯ о0о) 是 是 其 -而 数 的 主 部 ， 显然 只 须 当 о 一 oo 
时 函数 0'Cv) 单调 增加 地 总 向 于 无 穷 ， 因 为 当 v > 0 时 
, №. =£ 4 
0'(0) = Мо) + Ta， 
所 以 
limo “(o) = 
易 见 欲 使 Q и зал, 又 只 须 Q” (s) 对 于 较 大 的 ” 值 是 非 负 
的 . 侧 最 后 的 条 件 满足 ,如 果 对 于 较 大 的 и. 
20%и) — М(и)р (и) > 0, (6.4) 
例如 гл. ч. М. (и) =e", гл. M(t) = e, гл. ч. M (a) =" 
的 N- 画 数 М, (и) „Мы, Ma(z) 就 满足 这 个 不 等 式 ， 因 此 写 个 的 
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余 W- 画 数 相 应 地 等 价 于 А ОР Со), 0200), Со) 而 
гл.ч. (0и) = оо, гл. ч. Pv) =vV Inv, 
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gas(o) = о "У" 的 主 部 . (6.5) 

前 面 我 们 全 经 指出 ， 满 足 Ai- 条 件 的 N-Edšk M(x) НЕГЕ 
В [Са > 1) 都 增加 得 快 ,这 表明 


мо) > G >), 
其 中 о E3E4 EB. НРА BCA EBR 2.1 可 推出 
В (1 1 = 
мо) < 6 (= + ). 


这 样 一 来 , 满足 Д-Н 0с й 2: N—B c H. ТЕ Е РА С 
ВСВ > 1) 都 增加 得 慢 ， 例 如 (6.5) 的 画 数 就 是 如 此 . 

在 考察 比 任何 需 画 数 增加 得 慢 的 N- 画 数 时 ,自然 产生 这 样 的 
猜测 : БЛАН ду РЕЙ М-Н РИ, 这 个 猜测 在 
许多 情况 下 能 够 实现 。 例 如 ， 考 虑 N- 画 数 WCz)， 对 于 它 гл. ч. 
NGo) = (шой. РЕВ 
, N(v) = eQ (s) 的 主 部 ， 

HU Ои) = V“. 显然 9(x) ЕЖА ААРА М-Н М: (и) 
的 主 部 。 由 于 定理 6.2, N(v) 等 价 于 Ni(z)。 | 

前 面 例子 所 进行 的 讨 花 ， 包 含 了 作出 相当 广泛 的 一 类 比 任何 
竹 画 数 增加 得 慢 的 W- 画 数 的 等 价 余 V- 画 数 的 普 逼 方法 ， 假 设 已 
# М-Н N(v), 把 它 写 成 N(v) 一 |jz| 2-(|lo!)， ИННА 
О(и) 是 满足 А.З М Mi(n) 的 主 部 , 则 从 定理 6.2 可 
知 Miln) < М(и), 其 中 Ml(u) 是 N(v) 04 М-Ж, 

我 们 还 可 能 从 另外 的 途径 作出 比 任 何 守 函 数 oP (B > 1) 增加 
得 慢 的 М И М-Н. 假设 gq(v) = М (z) „ЕН 
гл. ч. а Ки) = МКи), 其 中 Mi(w) 是 满足 As- 条件 的 М-р. 
于 是 从 定理 6.1 的 证 明 过 程 中 可 知 


мод ~ M.G) = |” MO. 


A 


这 就 意味 着 与 Mi(x) 及 M:(zx) 相应 的 余 М-Ж Ni(z) 及 Ns(v) 
ЕЕ. 
Na(o) = W Mr'(Cs)ds. 

因为 当 v 的 值 很 大 时 M71(v) = gCv), 所 以 Na(z) — (о), 因而 
М.(и) ~ М(и). ЗЕ №89 Mi(x) 即 为 所 求 的 等 价 于 М(а) 9 . 
ЕА 

4. 余 画 数 的 复合 画 数 . ma MG) 和 О(и) 都 是 N- 图 数 . 

М-Н М(а) 和 M[O(《x)] 和 任何 时 候 也 不 会 等 价 , 因 为 对 于 任 


` МАО 


M[QG)] 
=. Ми) 
而 这 一 点 又 可 从 下 列 事 实 推 出 ,由 于 对 于 充分 大 的 * 
QG) > вАи, M(nku) > пМ(Аи), 
其 中 是 任何 已 答 定 的 数 , 所 以 


м[0()1 ~ M(nku) — 
Ми) мач) 


然而 ,N- 画 数 M(x) 和 ОСМО) 在 某 种 情况 下 还 是 可 能 等 价 
的 。 在 此 情况 下 ,如 果 MG ~ MCu) 和 .Oil(e) ~ ОСи), ТИ 
数 M.G) 和 ОМ) 1 等 价 当 且 仅 当 М-РН MG) 和 0[M(w)] 
等 价 . 

我 们 再 作 一 个 明显 的 附注 :如 果 M(x) — ом, НИМ (=) 
~ 9[0[: ` омс). 

定理 6.3。 欲 Y- 丽 数 M(w) 满足 AP, QB une 
式 

ММС] ~ М(и) 

满足 ,其 中 МО 是 M(x) ВР, 

ЗЕ. 假设 MG) 满足 Ai 条 件 . АЕ N[M(e)] — MG) ,其 
中 Ni(v) 是 由 等 式 (6.3) 所 定义 的 N- 画 数 ， 因 为 Ni(v) ~ N(o), 
所 以 定理 条 件 的 必要 性 就 证 明了 。 

根据 画 数 Ni(v) 的 定义 

. 39 - 


， N (o) < |o |M (|), 
.于 是 对 于 较 大 的 * 值 
N [MG] < MG: Dr < M(Zu), 
这 是 因为 |x|M(x) ~ М(и). 
另 一 方面 ,对 于 任意 N- 男 数 Ni(v), 当 自 变 量 的 值 较 大 时 
NI[MG)1 > MG. 
这 样 一 来 , N[M(:)] ~ MGO. 

现在 来 证 明定 理 条 件 的 充分 性 .， 设 N[M(w)] — M(w), 即 对 
于 自 变量 较 大 的 值 有 有 N[M(n)] < Ми). 又 因为 由 琴 生 不 等 
式 , 当 自 变量 的 值 较 大 时 

zM-i(o) < Nv) + о <2М(ь). 
“因此 对 较 大 的 “ 值 
“М(и) < 2N[M(u)] 和 2M(kiz) < Ми). 

这 样 一 来 , N- 丽 数 M(z) 满足 人 A;- 条 件 . 

15 М(и) 与 Q(u) 是 两 个 N- 画 数 , 其 中 的 第 一 个 满足 Ay 
Е. 今 证 复合 丽 数 M[O(x) ] 与 OUM(z) ] 仍然 满足 As- 条 件 . 
此 和 结论 的 正确 性 可 以 从 当 自 变量 的 值 较 大 时 

uM[ QO ] SO(u)M[ Q(u) МАО (и) ] SM[ O (м)] 
和 
uQ[M(u)] < О[ыМ(и)] < ОГМ(ки)] 
А-З J АКИН, 

5. 全 条件 . 在 许多 情况 中 , M(x) 和 O[ M(x)] 等 价 仅 当 
О(и) ІЛЕ Н М (и) 的 余 画 数 (о) 增加 得 快 . 今后 我 们 有 兴 
趣 的 是 9(v) = о? 的 情形 . 

. 我 们 称 N- 夯 数 М (и) 满足 入- 条 件 , 如 果 
М(и) ~ Ми), 
部 如 果 存 在 这 样 的 & > 1, 使 对 一 切 充分 大 的 r 
МКи) < M(Ru). (6.6) 
2 ЭНН ,N-Bdšk М(и) 满足 A 条件 ,如 果 对 于 某 个 «> 1, 
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М(и) ~ М"). 反之 ,如 果 М-РА M(x) 满足 A- 条件 ， 则 对 于 
任何 a > 1, М(и) ~ М*(ш). 

可 以 直接 验证 ,如果 MG) 的 任何 一 个 等 价 N- 画 数 满足 Аг 
条 件 , 旭 М-Н М (и) 满足 А-Б, 

主 部 为 e“, e° 等 等 的 N- 画 数 可 以 作为 满足 A:- 条 件 的 夯 数 
的 例子 . 

如 果 N- 画 数 M(x) 满足 人 -条件 , 那 未 它 满足 A;- 条 件 。 事 
实 上 ,从 A 条 件 得 出 , 存在 > 1, 使 对 较 大 的 x* 值 有 M(ku) > 
Z Ми). 又 因 当 #4 值 较 大 时 M(n) > и, #k M(Ru) > иМ(и) „Вр 
满足 不 等 式 (6.1)， 这 就 表明 М-РН М (и) 满足 АЖ, 

然而 ,满足 A- 条件 的 N- 男 数 类 比 满足 A- 条 件 的 МВС 
更 为 广泛 。 例如 , 主 部 为 a"* 的 N- 丽 数 M(z) 满足 Ai 条件, 而 
不 满足 A*- 条 件 ;因为 对 于 任何 《二 0 


得 ee 
我 们 货 经 在 前 面 指出 , 每 一 个 满足 A- 条 件 的 N- 画 数 比 某 个 
咎 丽 数 增加 得 慢 , 这 个 事实 不 仅仅 对 于 V- 功 数 正确 . 事实 上 , 假 
Ка) 是 任意 非 负 的 非 滤 面 数 并 且 当 « > m 时 满足 不 等 式 
IG) < GO, ' 


; lnak 
那么 从 2" < и < 2"tua 可 推出 记过 (*) 和 


ЗА 


Ко < Kf) < бы ( т Вр 


今 考察 当 и > m 时 满足 不 等 式 
| 2Ки) < КАм) (6,7) 
的 非 减 男 数 f(x)， 显 然 《 > 1。 В k'u <, ЖА 


2 > (z ) ”并且 


Ки) > ча) > 2°F(a0) > Ка) С) А 
这 样 一 来 ,从 (6.7) 得 出 , 当 w АЕ 


Ки) > и", (6.8) 
其 中 gc 一 lnx 2. 
引 理 6.1。 ПӘЛЕ АРМА ра) 当 自 变量 的 值 较 太 时 太 
іў 
ри) < ри), (6.9) 
则 存在 这 样 的 а> 0, 使 当 # 的 值 较 大 时 
р) > 26 
证 . 由 引 理 的 条 件 得 知 ， 丽 数 f(n) = ln p(w) 满足 不 等 式 
《6.7)。 因 此 写 满 足 不 等 式 (6.8) : 郎 
ln p(z) > м". 
ВНЕ, 
由 此 引 理 可 推出 ， 每 一 个 满足 Д-Р М-Р, 9 НЕМ 
的 值 较 大 时 要 比 基 个 画 数 ”增加 得 快 . 
定理 6.4. 假发 М-Н M(z) 的 右 导数 p(u) 当 и > u ВИЙ 
是 条 件 (6.9), 则 МС) жа А- 条 件 . 
证 。 由 于 引 理 6.1, 可 以 认为 当 z ши < р(Аи). Dia 
Мир ш If 
2ир'(и) < 2ир(Ки) < p'(ku) < (и). 
于 是 由 不 等 式 M(x) < ир(и) PEH: ‚Ч и > шо В 


муи) = (моода < м) + 
+ Jj. 2р0) < M:(:o) + 


+ | pCR a < м) + мово), 
又 当 z 的 值 较 大 时 МС) < Мы) ,因此 由 上 述 不 等 式 得 到 
Ми) < 2M(kiu) < М(2и). 
定理 证 华 . 
我 们 已 痉 指 出 ,满足 A:- 条 件 的 N- 国 数 比 某 个 形 如 e° Cao>0) 
的 画 数 增加 得 快 。 反之 并 不 成 立 。 请 该 者 自己 举 出 这 样 的 V- 画 
数 的 例子 ; 它 比 某 个 画 数 e“(a > 0) 增加 得 快 ,然而 弃 不 满足 д7 
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条 件 ,也 不 满足 Ai 条 件 . 
ВИТЬ М-РН М (z) 满足 A- 条 件 的 简明 的 刊 别 法 。 
人 了 能 技 到 放样 的 “> 0, ЕН 


pln) = Mey (6.10) 


当 Е е паа, дум) ВЛ 2% 
Ф. 


ЖЗ Е МЕ и > x, RIJ 
ша MO 1а меба 1 
Ми) = "М0 "и < e м = М(2“и). 
此 外 又 因 为 对 于 充分 大 的 * 值 


М(и) < МХи), 
所 以 
М(и) ~ М*(и). 
这 就 是 我 们 所 需要 证 明 的 缚 葵 . 
ЗИМЕН Н, М-РН М (и) 与 О(и) 的 复合 画 数 M[ ОСи)1 
与 O[M(z) ] 满足 Д, - 06, 如果 М-Н М (и) 满足 此 条 件 。 < 
8 М (и) 满足 人 条件 .此 时 M[ 98(n)] 仍然 满足 A 一 条 件 ,这 是 
因为 对 于 较 大 的 * 值 
MQ(u)] < м[40(и)) < МО (и). 
证 我 们 来 说 明 , 这 时 М ОСМ Са) Т 可 能 不 满足 全 条件、 
工 且 更 进一步 对 于 无 论 什 么 样 的 N- 画 数 М (и) 总 可 作出 这 样 的 
N- 画 数 QG) ,使 OULM(z) ] 不 满足 A:- 条 件 . 
假设 
0<v<M(o) <<Mo) < «о, <М(о,) <, 
定义 N- 夯 数 Оби), Ее о < < M(w) 时 , 而 在 每 一 个 
区 间 M(vs-1) < z < М(о,) 上 定义 它 为 线性 夯 数 8@(v,-1) + Аи 
一 М(о,-1)]. 选择 角 系 数 k, 使 其 恒 增 ,以 使 CC) Е. 并 
且 更 进一步 可 以 要 求 这些 角 系数 增加 的 速度 达 汉 这 种 程度 ， 使 对 
于 一 切 ” 都 能 满足 不 等 式 
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БРАВ 


[0(z,-) + ды, 一 Мо) > 
> О(о,-1) + k,[ M(x,) == М(0,-1)]. N 
此 时 N- 画 数 Q (u) 满足 不 等 式 
9*(,) > Q[M(,)] G = 1,2, ++). 
假设 о, = М(и,). ЖЖ ИВА АУ МС) > nus，. 
那么 从 所 得 到 的 不 等 式 可 推出 
ОЧМ(и,)1 > {М М(и,)} > Q[M(nu,)]. 
这 表明 复合 画 数 OU[M(z) ] 不 满足 A 二 条件. 
6. ЗВ. . 
定理 6.5。 М-Н МО) 满足 Ai- 条 件 ， 旭 M(x) 的 余 
а NCv) 满足 A= ж. 
” “证 。 Асат E (6.2) 所 确定 的 常数 , 则 因 MC) 是 四 


图 数 又 ся >1,#& 
1 
м- (26 °) < 2 м0). 
因而 由 (6.2)4 对 于 较 大 的 ” й 
М(20) < 2koo M 1(2k,e) < 240 ` 2 М») < 
< (2) мо, 

于 是 得 到 定理 的 结论 . 

定理 6.6。 Е M(w), 满 足 人 条件, 则 它 的 余 NN- 枚 
S NC) Ш АЧ. 

证 .。 因为 M(w) 满足 A:- 条 件 , 所 以 可 以 找到 这 样 的 常数 如 
k, ц е2 оў 

M(Rt) > МЕ). 
”不 失 一 般 性 ,可 以 认为 加 > 1, 
I > s> а, 那么 
M(Rts) > M(k:) > М0) > MGCDM(s)。 

在 最 后 的 不 等 式 中 ; 合 £= Ми), s= М0), Ч и, 222 M(a) 
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时 我 们 得 到 
М-и) < RM КМК». 
由 于 在 最 后 的 不 等 式 中 对 称 地 含有 xu 和 wv, 因此 它 对 一 切 的 
и.о 之 М(ь) 都 正确 . 
因为 М-РН MG) 满足 A- 条 件 ， 所 以 它 也 满足 Ai- 条 件 。 
由 于 (6.2) 能 找到 这 样 的 ww 22 M(a) + 1,484 и > ш (或 v 2 u) 
时 * 
RuM™ (ku) < М(и) S ими), 
ЗН А $ k НИМ. ВАТ, Ч и, о > u If 
Nuv) < kas M (Кио) = i 
= (И) СУМ GY u Vk e), 
故 得 
М(иь) < УМС и) Vk MUC o), 


№(иь) < в (У ‚(с 路 
是 由 上 述 定理 N- 画 数 N(z) 满足 人 -条 件 。 МИ, 从 最 后 的 不 
等 式 可 推出 ,对 于 а, о 较 大 的 值 
N(us) < cNCe)N(z)， 
其 中 c 是 某 个 常数 . 
定理 证 些 . 
定理 6.7. 假设 N- 画 数 MG) 满足 A; tt, 则 其 余 м 
мо) 满足 А -条 件 的 充 要 条 件 为 对 于 и 和 的 较 大 什 有 不 等 式 
M(uv) > M(asz)M(Be), Ў (6.11) 
зра, ВАВ. 
证 ， 假设 满足 条 件 (6.11), 旧 对 于 较 大 的 4,v 不 等 式 
i М-(и») < M” GOM (e) 
а 


最 后 有 


成 立 . 由 此 不 等 式 和 定理 6.2 得 到 


Nuv) < kue М (но) < Е М-Ҷки)М-о) < 
а) 


9) 


同时 因由 定理 6.5 ХИ (о) 满足 Az- 条 件 , 故 
N(uv) < сМ(“)М(о). 

ФКЕС6.11) 79-Е ЯЕ Е, 

Б МО) 满足 入 -条 件 ,， 出 此 及 定理 6.2 表明 , 当 и, и 的 值 
较 大 时 

woMr-I(xz) < АиМ-Ки)еМ-Кь). 
因而 得 出 , 当 自 变量 的 值 蒋 大 时 
М(иг) > M(u)M(v). 

定理 证 些 . 

由 此 定理 及 定理 6.6 可 推出 ,满足 A- 条 件 的 N- 画 数 一 定 满 
足 不 等 式 (6.11). 此 时 还 可 以 得 到 更 弦 的 和 结论: 如果 Mr) 满足 
А- 条 件 ， 则 可 以 找到 这 样 的 z > 0, 使 当 z, о 22 u 时 

M(uv) > М(и)М(о). (6.12) 
应 恋 取 这 样 的 数 作为 uo, 使 当 w 之 和 时 а < MG), 于 是 
щи > ç > uç if 
M(u)M(v) < Ми) < М(щи) < M(uv). 

条 件 (6.11) 通 常 容易 检验 .例如 , 考察 N- 画 数 М(и), гл. ч. 
М(и) =". В ДЖ. ОН: (6.11) 意味 着 , 对 于 较 
大 的 zx， 2 

ебе 0)? — ря em 

7. 余 画 数 的 A?- 条 件 的 刊 别 法 . 在 许多 情况 中 , 需要 研究 这 
样 的 N- 画 数 , 孢 没 有 明显 的 表达 式 ， 只 是 欠 则 其 余 夯 数 N (o) 的 
公式 。 自然 发 生 下 面 的 开题 (该 于 题 在 以 前 研究 另外 的 N- 画 数 类 
时 已 经 解决 过 ): 如 何 由 画 数 МС) 来 确定 其 余 画 数 M(z) 是 否 满 
足 人 -条 件 ? | 

我 们 首先 建立 关于 任意 N- 画 数 的 一 个 引 理 . 
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та 8(w) 是 О Н 000 ц, > 0м 
БАИЯ, 并 且 有 бт 200. 二 0 和 lim 000). 二 co， 因此 
РЯ 


是 М. 
5158 6.2. (x) ~ Ф(и). 
ж. 显然 (x) < Ф(и); 另 一 方面 ; 涯 xz > 0 hf 
(ФС) “Ф(р) и 
iu) f ; de >f я Ө! 


引 理 证 些 . 
定理 6.8。 N- 画 数 M(x) 满足 人 -条件 的 充 相 条 件 为 其 余 
м-н No) 当 自 ЗЕЕ 时 满足 不 等 式 
мангу, (6.13) 
у о 


ЗАЛ, 
ГА 要 性 的 证 Я. 注意 ,满足 A- 条 件 意味 着 ,对 于 较 大 的 x 值 
М*(и) < Ми). 
hi 此 得 知 ， 对 于 较 大 的 自 变 量 的 值 
М-Кь) < АМСУ о ), (6.14) 
其 中 М" (о) 是 М(и) БЖК, 
因为 丽 数 Mkz) 满足 As- 条件 ,所 以 由 定理 6.1, 对 于 很 大 的 自 
变量 的 值 
vM™(v) < Мо) (6.15) 
和 
N(v) < М Аз»). (6.16) 
由 于 (6.16) 与 (6.14) 


SG мо) < выму). 


又 由 于 (6.15) f 
N(e) А МЛ. (6.17) 
7 М Ао 


О Ж AP, BDE 2 65 É 3E 3k 
的 值 2 И 
МУ V e) < ВМСУ о). 
办 此 , 从 (6.17) 即 可 推出 (6.13), НВ А = Ау. 
充分 性 的 证 明 . ен, 一 м, 由 于 引 理 6.2， 
М-Н 
№ 
м0) = | ра 
ЗЕЕ МС»). ЕВЕ: (0) 的 余 М-Н 
Mi(z) = j: r (Oa: ， 
其 中 (O вне СР) ОБЕ С, 又 N- 画 数 M GD 等 
ИРИ MG). 
由 于 (6.13) ,对 于 较 大 的 自 变量 的 值 
[r GO < Ga), 
由 此 不 等 式 和 定理 6.4 得 知 , МУВИ M.() 满足 A 条件 ,这 就 胡 
明 MG 也 满足 这 个 条 件 . 
定理 证 此 
注意 ,在 条 件 (6.13) 中 总 有 >1, 因 为 对 于 任何 N- 画 数 (и) 


34 ç > 1 FF 
м > коло), 
о уо 
БТА ei ДЕ А-К ССН [ |8 Сас 
> 1) 都 增加 得 慢 的 N- 画 数 类 的 子 集 ， 间 且 更 进一步 从 引 理 6.1， 
定理 2.1 及 定理 6.1 可 推出 ， 这 样 的 N- 画 数 对 于 自 变量 较 大 的 值 
满足 不 等 式 


\ 


М№(0) < оао (В > 0), 
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8. В 入 - 画 数 的 复合 画 数 ， 在 这 一 段 里 , 我 们 要 建立 满足 
Ai- 条件 的 -图 数 М! (и) 5 Ми) 的 余 N- 画 数 Nilv) 与 №00) 
НОСА С МИ М.и) ] 的 几 个 性 盾 . 
首先 证明 一 个 对 于 任意 N- 丽 数 都 正确 的 和 精 论 . 
引 理 6.3， 假设 @(v) 及 0,00) ЯМ NB, BIR 
о) 29 
也 是- 本 到 
ЗЕ. ЖЖ ФС) 是 非 负 的 偶 画 数 , 井 且 显然 满足 条 件 
Ёа 00 = 0, lim < - 


0-0 Vm 


所 以 由 NWN- 图 数 的 第 二 种 定义 (参看 9 页)， 只 要 证明 @(v) ЛЕНУ 
数 , 序 


(еее) «1 <1 [@(,) + Glo)1. C618) 


由 (1.18), 夯 数 0000 及 9099 对 于 正 的 。 音调 者 加 ,因此 而 
0:00) мм. 内 而 只 须 对 于 正 的 a 及 o жж 
(6.18). 

22 _ Di(v,) JK ый 2) >o 
я va т о š 
因为 两 个 因子 具有 相同 的 符号 ， 于 是 得 
Фе + ФИФ) + 9.090] < 


m + x; 
< LACA121C91 + CACOLACO 
Li #2 


又 由 于 Qu(v) 及 Bu(v) 是 上 四国 数 , 故 得 
ры. 
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<— [Ф (и) +900100) +00) < 


2(z + v2) | 
<1 — а опале), 
2 а РА 
АТТЕН (6.18). 
B]EBRE E, 


а ОО 
M.G) < мы), Bl | 
NIN] Ф600) = ме, 


ММ) < рур) 


证 。 我 们 首先 指出 , 关 条 式 Se 
任意 NN- 丽 数 NiCv) 及 N.C) 都 正确 ， 事 实 上 ,由 (1.16) 不 等 式 


№) < N [N;( 2] 


I А №(о) 
34 Nz(o) > и 时 成 立 ， 由 此 得 出 ,对 v 的 这 些 值 
7 мазм < NIN:(o)]。 


ЗЛЕЗ ДЕВА ЕВЕ ми), 
L 


关系 式 M (z) < M,(z) 表明 当 自 变量 的 值 较 大 时 
Ми) < Мм), 

其 中 心 是 某 个 数 ,可 以 认为 它 是 大 于 169. 因此 对 于 自 变 量 较 大 
:的 值 . 
Mi'(v) < АМ). 

' 于 是 
эми) < Mi Co)MITMi Go)]。 
М-Н М, (и) 满足 As- 条 件 , 因 此 有 这 样 的 已 > 1, 使 当 自 变 

量 的 值 较 大 时 

иМ/(и) < M (Км). 
于 是 从 上 面 的 不 等 式 得 出 ,对 于 自 变 量 较 大 的 值 
ЭМ: (и) < M [Mi К) < MRRMI' Cv)]. (6.19) 
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А 


因而 
мүм (0) ] Мг) 
和 


DZMD (vvMy (о) 


zi(o)MTI[oAGICo)] < kk. (6.20) 


由 于 定理 6.!, 有 这 样 的 常数 已 < 工 及 心 > 1, 使 当 自 变量 的 
值 较 大 时 š 
N (Ge) < ЭМГ (ь) < М.(о), 
Na(kv) < vrMi(v) < МА). 
从 这 些 不 等 式 和 (6.20) 可 推出 ,对 于 较 大 的 自 变 量 的 值 


мом) < д МОК) ад Фо). 


于 是 
Ni[ NARIv)] < ФА). 
这 样 一 来 , Ni[N:(o)] < ФС), 
定理 证 些 . 
2610. ам) 满足 A- 条 件 ,而 Ms() WE Ar 条 
қылт бо О: 
ммо) ~ 2) = МАИ 
my. 
证 。 因为 对 于 较 大 的 自 变量 的 值 M:(z) > и, 所 以 对 于 较 大 
的 v 
eM; (6) < 2 = ММГ]. 
М-Н М. (и) 满足 A 条 件 , 这 表明 存在 太 > 1, 使 当 自 变量 
的 秆 较 大 时 Ми) < Mi(kin)。 因 此 对 于 v 较 大 的 值 
vMi7'(v) < Mi[AMiICz)]。 
此 不 等 式 与 不 等 式 (6.19) 相同 。 如 同 证 明 前 一 定理 时 一 样 ， 
由 宅 序 可 推出 NI[N2(v)] < BCv)。 又 上 面 已 释 指 出 , 关系 式 
Ф(0) < NILN2Cv)] 总 是 正确 的 ， 
定理 证 毕 。 
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由 此 定理 可 得 
定理 6.11. 假 让 入 -图 数 Mi(w) ПМ.) 满足 入 -条件 , 则 
VIMO ~ мор обо 一 了 人 

我 们 还 不 知道 ， 定 理 6.11 是 否 只 须 满足 较 弱 的 Ai 条 件 就 够 
T; 

作为 例子 ,我 们 来 研究 这 样 的 N-Pd#k Ni(v) 及 М): 

гл. ч. Ni(o) = оао, ГЛ. Ч. N,(o) = гв š 

ВЖ Mi(*) 满足 入 -条 件 , П М.) 满足 人 A: 条件 , 但 不 满足 
人 A 一 条件。 此 时 M,(z) < Mi(w), 因 为 Nitv) < Nz(v)。 由 定理 6.9 
№.(,)№,(ои) 

(о Ë 


Nz[Ni(o)] ~ 


而 由 定理 6.10 
NiCz)Nz(z) 

四 

这 样 一 来 , 在 此 例子 中 定理 6.11 的 条 件 虽然 不 满足 ， 但 它 的 
精 论 却 是 正确 的 ， 

下 面 的 结论 自然 地 补充 了 定理 6.11: 

#612. вами м. 及 ми) 满足 A*- 条 件 , Ri 


Ni[N:(o)] ~ 


Ca 


- QE. 由 于 定理 6.11， 只 须 考 察 N- 夯 数 @(v) = МОМ 


[21 
的 余 М-Н Ф (м). 
由 定理 6.8, 对 于 自 变量 较 大 的 值 


Na) — , МСМ о) №0) — муо) 
hq SE дЫ 


因此 "5 
ФСо) Мо) м) рр ММ ON r) — 
Fi о о Ак у V° 
ms 000), 
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于 是 再 由 定理 6.8 即 可 推出 到 5z) 满足 心 -条 件 . 
и: ЈЕ, 


57. 关于 一 类 М-Ж 
1. 问题 的 提出 .在 前 一 节 中 ，, 我 们 已 经 输出 其 N- 画 数 的 等 
价 余 N- 落 数 的 公式 ， 当时 我 们 仅 能 研究 这 样 的 N- 画 数 ,或 者 增 
加 速度 快 于 任意 种 画 数 ,或 者 增加 速度 慢 于 任何 形 恕 Се > 0) 
的 需 画 数 ， 这 样 的 N- 画 数 和 并 不 能 包括 如 下 的 画 数 M(w): 


Мы) = "(пипл и) nin Или, (7.1) 
x 


Жора 1, ур. уз. ``", У, Е, 
本 节 研 究 特 殊 类 的 МВ, t ЗЕ Bl АИС. Т) ВОВ К, 并 
„ВВ НН £ Ed #c J Г М-Н ИУ НК, 
为 了 叙述 的 简单 起 见 , 我 们 假定 本 节 中 所 考虑 的 一 切 М 2k 
对 自 变 基 较 大 的 值 有 通常 的 (而 非 右 的 ) 导 数 ， 
2.091, 下 面 以 kg(z) ЕН 
_ ur(u) 7 
кк(и) = УФ (7.2) 
其 中 (и) ЖИ, Hü Си) ЕКВ. Ш, ИЖ 
каби) 定义 在 这 样 的 # 值 上 , 它 使 得 r(x) 存在 并 且 RG) = 0. 
ИЖ къ (ос) 有 下 齐 朋 显 的 简单 性 质 : 
Кик, (и) = ка, (и) + кк, и), (7.3) 
ккал) == кк, R,Gu)] + кви). (7.4) 
Эбри ЛУ ЗОНЕ АО м ВС, ЕКО sJ fia i SE SC. 
注音 ,对 任何 可 微 的 М-РН М (и) 
км(и) > 1, . (7.5) 
事实 上 ,因为 pb(x) = М’) 渐 升 ,所 以 


11 
арби) > MG) = | 0042, 
因而 推出 (7.5). 
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以 9л ЛОРИ (и) 的 类 , 它 使 得 aG) 对 一 切 较 大 
В и НЕ ХВ. 
lim ка(и) = 0, (7.6) 
由 (7.3) 可 知 , 类 9 РН Ri(x) 和 R,(z)] 的 同时 ， 
也 包含 的 乘积 Ri(z)Ra(ze)。 从 同一 性 质 (7.3) 可 推出 
куби) = — кр(и), 


Ef 219 EH 9 А А (а) 的 同时 , 也 包含 画 数 
工 

RG ` 

由 (7.4) 可 知 ,复合 画 数 Ri[R:(z)] ВР 97, 假如 R(x) ЄЛ, 
lim Ки) = 00, 而 йткл,(и) < оо, 

从 所 叙述 的 类 97 ВОВЕ ЈА PY ЗЕ р С 

пи)", Cn аи), +, (ln ln аи) 

Сус 是 任意 数 ) 属 于 该 类 , 

ЖЕЛЕ e > 0, НЕ К (и) © ЗМ 可 找到 这 样 的 mm 使 得 


|9 |е (и), 


- 因而 
i «в (ии). 

Аш 到 «积分 上 述 不 等 式 ,得 到 
In |9 НЫ 


В(ш) uo 
从 而 
соіа (5) ба (72) 
从 (7.7) 又 可 推 册 对 今后 有 用 的 关系 式 
Jm — = 7. 
к ТС] а 9 
88874. ВИНЕ ВС СМОКИ Е, ДНЕ 
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` 


证 . ЕВЕ А00) 一 Аво) 对 较 大 的 # 值 有 正 的 
导数 ， 这 从 (7.6) 可 推出 ,因为 


h(n) = r !RGO += 20а) и ‘|= + eco 


引 理 证 些 . 
引 理 7.2。 设 R(x) ж 中 这 样 的 函数 ， ин 


50, А B>1, 二 -) 


и MG) 和 Ni() ар, ЗЕ 、 


[= 
К| в 
m и = ,> o, (7.9) 
Yo о 
则 N- 画 数 Ni(z) З У МСа) 的 余 МИС. 
WE. 考虑 画 数 
а Fa о в-1 
рад = RG), в) = | | ' 
由 引 理 7.1, Зр У КИЙ и, v МУЖ. 所 以 其 中 的 
每 一 个 均 可 看 成 某 一 М-Н М,(и) 和 N, (o) 导数 的 主 部 . 
直接 计 0 ХКА и 
ри). qr) 一 1 
СР =1+ = 1 (и), 05 1 一 в кк(и), 
其 中 p(w) = М'(и), 400) = Nilv)。 从 上 述 不 等 式 和 (7.6) 可 推 
H 


PGO jm 91) 一 
о "в або) 
于 是 由 引 理 3.2 
MG) ~ Ma(#), Mil(v) ~ Мо). (7.10) 


[о] 


R(e) Ы 


因为 


zz[ga(o)] 一 


所 以 由 (7.9) 


Ка Раз] b> 0, 
yp г 
因此 从 定理 3.4 和 3.2 可 推出 
Ми) ~ М.и), М0) ~ (о). (7.11) 


其 中 М) 和 N,( s) 分 别 是 N,( e) Я М.а) 的 余 N- 画 数 . 
从 (7.10) 和 (7.11) 可 推出 M(a) ~ Мз). 换言之 , Со) — 
Ns(v)。 再 让 (7.10) 
VCo) ~ М0). 


ВИНЕ, . 
3.9. о АЯ É: Са) 65238, ХРА ОХ. 
РЕЗЕКНЕ УЕ В Je РЕ 
lim Ни 十 SC] ~ consr>0 (7.12) 
ит К) 
34 
Em 200 > 一 1 (7.13) 
ка 


Ed [и |7 对 任何 y, n Гос 等 等 均 可 作为 类 % РАК ВСН) 
子 ， 对 于 其 中 的 第 一 个 


lim fe 8001 р |í + 262)" = (1+ 4) > 0, 
не НО w— |. и 
对 于 第 二 个 
Я [i 4 
nn RE 
lim Яа + 0) = Ша ]1 + ты | = 1. 
а-ә Ки) РЕ ши 
与 每 一 个 岁数 jx) 包含 在 类 所 中 的 同时 它 也 包 舍 两 数 一 - 


Ки)` 
与 每 一 对 夯 数 НО) $ $,Ca) 包含 在 类 9i 中 的 同村 宅 也 包含 乘积 
ҺО ҺСа) ; 假如 lim Са) 一 oo ВЖЕ S ñi Си) Си) 包含 在 
类 郧 中 的 同时 它 也 包含 复 合 画 数 反 [f(x)], 
我 们 只 须 证 最 后 的 千 葵 。 讼 阔 数 6(z) 满足 条 件 (7.13) 和 
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lim folu + 8(и)] =у>0, 


> ВС) 
则 由 等 式 
Ə[f(a)] = Ви + (0) 1 — (u) 
所 定义 的 函数 ó, (o) 满足 条 件 


ж со 
因而 
ка Аи + OO jo hf а _ 
«-= ВРС) ] "9 ВРС) 
m + 0000] 一 const > 0, 
"зе fi(v) 

ЖЕ, ВЫ] 69. 
ЉТ 60928 9 的 性 质 可 推出 夯 数 

К) = "(In и) (о ln 0) 78 + «па а му (7.14) 


的 主 部 属于 该 类 。 在 上 述 公 式 中 y; 是 任意 数 ， z 
5187.3. 39 РГ йо e (36.80904 Са) 具有 性 盾 


mn №) и) (7.15) 


ы. зяљатжидив коян, Абаз) 
如 在 此 条 件 中 命 Sw) 一 ,可 推出 当 # 大 于 基 一 wm 之 0 时 ~ 
Канд «АК, 
Н Е, š 2" < w < 2", BN 
HO «нь Кн) «ыен (2) 
从 而 
№ и) < In [5 (о) + Ik Ши, 


因而 推出 (7.15). 
АИ Ки) КМ, 旭 画 数 Gu) 一 P 一 一 渐 升 且 仍 属于 类 
%i， 从 对 渐 升 夯 数 已 证 的 结论 可 推出 | 
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m № вк) 一 一 lim АО -0 
引 理 证 毕 . 
福 意 ,我 们 不 难 验 证 画 数 (7.14) 对 较 大 的 * 值 单调 . 
引 理 7.4，。 ЕР (и) ЄЛ B uJ ЗА К(и) = ши) 
Ки) € 91 10, Та > 1 


4 a—1 
РЕ к Re | } 
了 oo R(v) 
ЗЕ. (и) = (а — 2)x 一 《a 一 1)1nf(n), 旧 由 前 面 的 引 


= const > 0, 


BB 
lim 8 — =a—2> —1, 


а-о 


双 因 


К [| в | Аба — 1) In ç — (a — ln R(o)] _ 


R(v) Ка о) 
2 На о + 80а о)] 
flln о) ` 
故 
ç а 

lim zf | } = lim flu + 8(и)) 一 const > 0, 
v R(v) “ Км) 
B|#ERE E, 
4. жае. 


定理 7.1。 В КС) Є НЗ R(u) = Ка) ЗН 
Ки) ER 单调 . Зе 77 N- 夯 数 MG) 使 得 


гл. q. M(u) = £ RG) (a > 1), 
арены, и ви (11а ла , 
дви S ко (1 + 1 = 1) ми со) 的 
主 部, 旭 
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N(v) ~ Ni(z)。 (7.16) 
ЗЕ. 从 引 理 7.4 可 推出 条 件 (7.9) 满 足 , 再 从 引 理 7.2 BHF Ë 
出 (7.16).。 
证 我 们 回 过 来 研究 本 节 开头 所 提出 的 N- 画 数 M(z:): 


MG) = £ (пи) ви) + (аш: ши) (ZA) 
(«> 1, у; 是 任意 数 )， 该 画 数 可 表 成 
MG) = и), 
a 


其 中 f(x) 由 公式 (7.14) 所 确定 。 由 此 可 见 , РА МС) 满足 定理 
7.1 的 条 件 . 命 


Ni(v) = 5 (шо) (ln In и)". (In 1а ln г) 8 
1 =. 
(2 += 1). (7.17) 


从 定理 7.1 可 推出 | 
定理 7.2， 让 部 为 (7.17) ву м 等 价 于 让 部 为 
(7.1) М-Н М (+) 的 余 М-Н, 
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第 二 章 ” 奥 尔 里 奇 空间 


$8. 奥 尔 里 奇 类 

1. 定义 ，。 本 书 中 以 G 表 示 有 限 维 欧 氏 空间 的 有 办 于 集 , 才 且 
考虑 通常 的 勒 具 格 测度 ， 但 今后 所 导出 的 大 部 分 糊 论 和 体系 对 具 
有 有 限 的 连续 测度 《 连 炉 测 度 我 们 理解 为 对 每 一 个 集合 存在 测度 
等 于 其 牛 的 子 集 ) 的 抽象 集合 仍然 有 效 . 

№ M(#) 为 某 -- N- 画 数 ,我 们 以 Lu(G) 表示 定义 在 C 上 且 
满足 

разм) = | мга < оо 


ВЕПАТ а Ск) 的 类 . 此 时 仅 在 测度 为 0 的 集合 上 五 异 的 
画 数 我 们 不 献 为 它们 是 不 同 的 ， 训 号 ptu; М) ДВ, 
类 Lu(G) 称 为 奥 尔 里 奇 类 ， 如 果 不 会 引起 误解 的 话 , 我 们 将 
用 La 来 代替 L (G). ` 
所 有 有 界 画 数 ， 但 并 非 所 有 可 求 和 函数 属于 类 Гы, 不 难看 
出 ,类 Lu 中 的 每 一 个 隙 数 是 可 求 和 的 , 
类 ， 为 了 证 明 这 个 生 哈 ,我 们 来 考虑 集合 G, 二 Gln 一 1 < [м 
< n). № 
> n mes С, < А6 4х + mes G < оо, 
п=1 
ЖЖЕЯВЫ а ОНГДА НА РАВА] а, В 
> Qnn mes С, < оо, (8.1) 
+ 


. 60. 


o= f 当 0 委 :一 1 时 
Ее, а,, 当 m< 和 ti 一 2 十 1 一 1,2..…) 时 ， 
EIB P(O) 具有 使 
MG) = ("дае 
成 为 N- 责 数 所 必须 的 一 切 性 盾 ， 央 为 
M(n) = 67 <ал, 
所 以 由 (8.1) 得 到 


| Miulr) ]ax = > ( м[“(х) ах < > M(n) mes G, < 
6 п=1 Cn =1 


< > а, п тез G, < оо, 


n=1 


这 襄 明 w(x) € Lu. 
ЕНА а НА. G 上 可 求 和 画 数 的 空间 工 是 所 有 奥 
尔 里 奇 类 的 并 和 集 , 
”今后 还 会 用 到 下 则 更 强 的 社论， 亦 即 对 每 一 个 可 求 和 而 数 
пх) ,可 找到 满足 ~ 条件 的 МВА О (м) ,使 得 


(о1о ах < оо, 
我 们 已 经 证 明 存在 Ур М (и) 使 得 
人 te ]dx < оо, 


ИНН М (м) 又 可 以 表 成 复合 画 数 的 形式 M(x) = ОШ 0,(и)]. 
今 考虑 N- 画 数 P (o) = епок 一 1, 其 中 Pi(o) 和 Ps(v) 是 
QG) 10и) 的 余 МА, АС Р (о) 满足 人 -条件 并 且 对 
远大 的 vv 有 Pi(v) < P(v), Р.(0) < P(o), 故 由 定理 6.6, P (o) 
的 余 М-РН О(и) 满足 和 -条件 .又 由 定理 2.1, 对 自 变 量 较 大 的 ' 
ЧЕН QG) < О), О(и) < Ои), 因此 


ооо Da < + | онолсо az < eo, 
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2. 琴 生 积分 不 等 式 、 发 z(a) € Lu, 则 有 不 等 式 
| | и(х)ах | | M[x (x) ]4х 
м |=& <= (8.2) 


5 
mes С mes G 


我 们 称 之 为 众生 积分 不 等 式 ， 注 意 雁 生 不 等 式 通常 指 的 是 更 一 般 
的 关系 式 (譬如 参看 [12] ,73 页 ). 
首先 讨 葵 连续 面 数 4(*) 的 情形 ， 任 给 。 > 0, 将 集合 G 分 成 


п 个子 集 G,, 使 得 mes G; = ms (一 1 2， …,n) 并 且 


上 
ee _ мад 2, 


mes G i 


其 中 x; 是 集合 G; 的 某 一 点 ， 从 上 述 不 等 式 和 (1,3) 邹 可 推 由 
u(x)a: 4 2% 
ео) «м(У «р т) +. < 


` mes С i=1 


> M[x(x;)] j. М[и(х) ]4х 


<i +e< — — +28, 
n mes G 


再 由 s 的 任意 性 便 知 , 不 等 式 (8.2) 成 立 . 
对 Ly 中 的 任意 面 数 的 情形 ,不 等 式 (8.2) ОРУНА ВА 
画 数 的 情形 取 极 限 即 得 . 
3. 类 的 比较 . 由 不 同 的 N- 画 数 Mi(x) 和 М.и) 所 定义 的 奥 
里 奇 类 Lu, 和 Гм, 一 般 说 来 也 是 不 同 的 . 
定理 8.1.， 包含 关 系 


імг Ту, (8.3) 
”成立 的 充 权 条 件 为 存在 正常 数 z 和 a ВЧ 
M.G) < ам) (а 2 ш). (8.4) 


ЗЕ. 条 件 (8.4) 的 充分 性 是 明显 的 : ХРЕН z(a) € Lu, 
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恒 有 
обам) = | ми) ме < 


Muw) mes G + {м0 ]4х < оо, 
假定 条 件 (8.4) 不 满足 , 则 可 技 到 无 界 渐 升 的 数列 sw, 使 得 
M(u,) > 2%М (и) (一 1 2，)。 (8.5) 
将 集合 G 分 成 互 不 相交 的 子 集 G,, 使 得 


(1) те 
шек, = Мото (п = 1,2, ***), 
ЕВ 
и, М z € G, Bf 
и(х) 一 


0 当 *E U Gs 时 , 


n=1 


丽 数 (x) € Lu 因为 
{мебд а => j. М, [и (2) ах = S MiCw)mes G, = 

8 25170” n=1 
>- 5 Milm)mes G 2:62 


n=1 2" 


但 夯 数 w(<) € Lu,, 因为 由 (8.5) 得 到 


э 


j. M,[=& (x) ]dx = > j M. [u (x) )2х = > M,(u,)mes G, > 
n=1 n=1 


之 > Mi(u) mes С = oo, 
#21 


ЕЕ, 
ЛЕНИЕ, ИЖ Мба) 和 Ма) 确定 同一 奥 尔 
里 奇 类 的 充 要 条 件 为 存在 正常 数 a, b 和 使 得 
аМи) < Mu) < РМ.(и) (и). (8.6) 
4. 奥 尔 里 奇 类 的 构 得 .由 琴 生 不 等 式 (1.2) 可 推出 奥 尔 里 奇 
类 Ly 是 凸 集 : 对 类 Lu 中 的 任意 两 个 画 数 a(x) $ü a, (а), ЕЛ 


` ° 63 < 


ВЕ sa (a) = аш(х) + (1 — «ди (+) (0 < а < 1) БФ Ты. 
事实 上 ,车 u(tx), (a) € Гы, ИИ 


оби; М) = |. Maa (5) + (1 ды) ах < 


< apGa; М) + (1 — a)0Go; М) < co, 

定理 82。 类 ДНК ЗИ MG зв 

WF. № М МО) 满足 Ar- 条件, 则 对 任何 2, 存在 常数 
КСГ) 和 w 使 得 

| MG) < АДМ) G m). 

根据 定理 8.1， 由 上 述 的 不 等 式 可 推出 对 类 L, 中 的 每 一 个 函数 
x(x)， 画 数 lu(x) 也 属于 Гм. 

BZ (a), tw(x) Є Lu, 划 由 已 证 的 结果 和 不 等 式 (1.1) 可 知 ,对 
任何 a,B8 有 


J utan) + ваба: < 1 | мозам) ме + 
А | M[2B: (e) 4х < оо, 


ЕВЕ ТЕЕ КАЕ ВЯ, 

现在 假定 Lu 是 线性 集 , 特别 ,这 表明 200 (с) 与 z(a) 同时 属 
于 Гы, 亦 即 有 Lu C Гы, 其 中 Mi(w) 表示 N- 男 数 МО). УИ 
定理 8.1, 由 上 述 包含 关系 可 推出 存在 常数 a 和 am 使 得 

M.G.) = М(2и) S «М(и) (и). ` 

让 我 们 详尽 地 研究 М M(u) 不 满足 A:- 条 件 的 情形 ， 设 
и(х) € Lu, 我 们 称 所 有 画 数 za(x*) = Ви(х) (0 < B < co) 的 集合 
为 通过 x(*) ВОЛНЕ. 潜 画 数 u(x) 有 界 ， 则 易 见 整个 射线 ua(*) 
属于 La. 根据 定理 8.2, 存在 这 样 的 画 数 , ЕВА 
于 Zuw, 但 整个 射线 并 不 属于 这 个 类 。 以 B, ОКР, 
Ви(х) € L, 34 В < В, НМ B > B, Ви(«)ЕГы. 现在 自然 
要 提出 如 下 的 六 题 : 图 数 Bu (<) 是 否 属于 类 工 v， ЗАМЕНУ 
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kx Вр 


种 情况 都 是 可 能 出 现 的 . 
В N- 画 数 MC) 不 满足 Az- 条 件 ， 则 可 找到 趋 于 无 穷 的 渐 升 


数列 (n = 1,2, ***), 使 得 MGa) > ЕВ. 
M [@ + 1) > 2"М(и,) (в=1,2, ...). (8.7) 


设 G, 是 G 的 互 不 相交 的 子 集 , 它 使 得 
me. C asi Sus), (8.8) 


G, = — 
mes "МЭ 


定义 图 数 a, (z) 如 下 : 
и, PEGs п=1,2, ) 


н ж.е Ü cu 


n=1 


В z, (z) 属于 Lu, 因为 


PG; M) = | uta Goes = > J uta G) лая = 
G sar Jós 


= У) M(x,)mes G, < co, 


r (17) „ВАН, Bus 0) 当 B<1 时 也 属于 Lv， 今 直 Bus (e) 
ШВ ЕВРЕЯ Гы. ЗЕЕ + 二 <B 时 让 (8.7) 和 (8.8) 
可 得 到 | 

J| lB (2) ак = МОВ) те G, > 


>м (1 + 1) mes G, > mes G, 
” 


因而 f 
р(вныз М) = | MBCaDlaz 一 | Ми ая > 
n=1 


> У j. мВ.) Jdx = co, 


1+1<B 
现在 我 们 来 作出 画 数 *(<) 使 得 Ви*(+) € Lu 当 二 1 时 ， 
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而 当 B 之 1 时 Bz*(z) € Lu, 为 此 , 命 


| 2 ЖЄ, G=1,2,:-::) 
п 
ик) = | , Р 
10, . 车 xE U c.. 
Ú п=1 


由 于 (8.7) 和 (8.8), 所 以 当 B 宇 1 时 有 x 
plBu*; М) = [м Вик) Jax = 三 J uta "eo мк 2 


=> ul( 十 1), ) mes G, > > 2"M(u,)mes G, = оо, 


в=1 


жв21, яі (1+ 21 т) < 


j. меса м [в(1 + 3 1) „|е, < ma €, 
因而 


рвы; м) = | MIBu*() ds = > | MBC) ак оо, 
с s=1 On 


zg М Lš 


1. 奥 尔 里 奇 范 数 . № M(*) 和 NCv) 是 互 余 的 М-С, ВИЧ 
以 ЕСС) 表示 所 有 使 得 
(xy и) 一 [ода < оо 
对 一 切 v(x) € L, С их) 的 集合 . 如 同 定义 奥 尔 里 奇 类 
的 情形 一 样 ， 在 这 里 我 们 不 认为 仅 在 测度 为 0 的 集合 上 相 异 的 画 
数 是 不 同 的 。 如 果 不 会 引起 误解 ,我 们 将 用 Lš КЖ ГСС). 
从 定义 即 可 推出 Lš ЕН, 
由 杨 格 不 等 式 可 知 , 对 每 一 对 函数 zx(z)6 Lu, vx) € Гу 
(а,5у= (осоо Сда < ои; М) + обо; №), (9.1) 
因而 推出 Lu C Lš, 
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ты 


定理 9.1. # и(х) € Lk, BI) 


sup [(и, и)| = sup | 人 evcoa| < ©. 


обо; N)<1 е0; NEL 
证 。 假定 定理 的 缚 论 不 成 立 , 则 可 找到 画 数 u(x) € ;和 图 
数列 va(x) € Ls, обо; N) < 1 使 得 


[обо оа >2 (а=1,2,::5), (9.2) 
不 失 普 逼 性 ,可 以 认为 所 有 这 些 丽 数 都 是 正 的 . 
ОВО 


` " 


0) = 5 Деб) G=1,2, 55), 
容易 看 出 ,由 у Со) 的 四 性 可 得 
plgn; N) < > рб; м) <1, 
又 由 (9.2) 可 得 
[вае 2 я (в =1,2,:-5), (9.3) 
显然 渐 升 的 夯 数 列 ev(z) ЛЕС 上 几乎 处 处 收 化 于 画 数 


а 


00) = У) L оо). 
=: 2 
ЯВА N[z,(z2) ] 同样 是 渐 升 的 ,所 以 在 不 等 式 
{мео Ј2х<1 
中 ,车 命 x — оо, 则 由 列 文 定理 ?得 到 
{Ne = im {ома ах <. 


由 此 可 见 ,图 数 g(x) € Гы. 
АВИА ЖИВ ше) (к) Са = 1, 2; …) 几乎 处 处 


І) 列 文 定理 ( 见 [38] )。 车 渐 升 的 可 测 画 数列 pi(z)，9s(z)，'，… 在 G 上 几乎 处 处 
收 做 于 画 数 PCz), 则 


lim {роб = oa 
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fkr ВА ao (e) aG) , 故 再 由 列 文 定理 和 (9.3) 得 到 
jf мое) (вах = lim j. zo (z)g,(z)dx = co, 


这 与 u (z) Єй 4918, i: 
定理 证 些 
上 面 所 证 明 的 结论 ,使 我 们 能 够 借助 于 下 列 等 式 


1 = sup | | u(x)v(x)dx (9.4) 


о (e; №. а 
在 集合 Г 中 引入 奥 尔 里 奇 范 数 . 
从 定义 朗 可 推出 范 数 (9.4) 满 足 通常 的 公理 : 
1) Па 二 0 当 且 仅 当 几乎 处 处 有 w(x) = 0: 
2) llaza|u = la bul: 
3) Ша + wlly < ath + llullu, 
ОЖ Л НЕКЕ. РАМЕ 


ОРЧ Н О ВС) — У B) W ЕАС: E a (а) к(а) Є Lš, $F: 
且 在 G 上 几乎 处 处 有 аа (а) | 1а) |, BÚ jliy < Пом. 


作为 例子 ,我 们 来 前 花 由 NE Мо) = Í`“ (a > 1) 所 确 


. N ЕТ 2 人、 
ОВЕН г, мод мине мо) = 15 Ен ). 
З, м) ЄН 
lialle = (| асо а), А (9.5) 


旧 由 荷 尔 德 不 等 式 可 知 ， 对 任何 满足 条 件 p(wv; N) < 1 МЕЖ 
v(x)ELsy 有 


|| оса | < (rad а (осот) < ВВ, 
于 是 
lially = Ba Í. mix) v(x)dx | <8 в?, (9.6) 
另 一 方面 ,对 满足 条 件 pfv; N) = 1 的 图 数 
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w(x) = BË| 1 GO) je siz n (0) 有 
(WAG = ВВ | ибн = ВА. 
G G 
因此 从 (9.6) 得 到 
lzally == в?. 
现在 设 (x) 是 L5 ОНЕ, АНС aC) 一 s 满 
足 条 件 (9.5), 故 得 


1 
llullu = a (f. lz (2) г). - 092) 
я ЗН 
常 范 数 相差 一 个 常数 因子 . 
. 完全 性 . 
жил ЯНЬ, 
证 。 Ши, Ее 1,2, 5-5) ЖЭ, ВП 


Ет Пи, — unlly—=0. (9.8) 
这 裔 明 对 任何 满足 条 件 p(ç, N) < 1 的 面 数 v(*) € Lv 有 
im lel) — ие as = 0, 


从 上 式 可 推出 叙 列 и (к) о = 1,2, МН. 因此 
可 选 出 子 叙 列 ww,《x) ( = 1; 2, +. °), "Е ЛАРСЕН 
5 (z). 

Е в > 0, 由 (9.8) 可 找到 这 样 的 RCs), М А, АА р> А(в) 
时 对 一 切 满足 条 件 p(v; N) <1 的 v(x) € Lu ff 


а) — тб ИО ar < e. 


在 上 述 不 等 式 中 ,车 命 p — оо, 则 由 法 都 定理 ?得 到 


1) 法 部 定理 (总 [38] )。 孝 非 贡 可 测 的 画 数 列 o: (z), 9p:(*),，** 在 G. 上 几乎 处 处 
ЖСК ф(х), А] 


k: çG) dr < sup {fs ваба). 
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ав = е1 е 


对 所 有 满足 条 件 p(v;N) < 1 9 о (х) Є Гу 成 立 。 

从 这 个 不 等 式 首先 可 推出 wx) 一 wn(x)€ Lš, РАТИ (a) € LE; 
其 次 双 可 推出 

По 一 “o lly <e， 

ВПУ] и, GO (% 二 1; 2，……) 按 范 数 收敛 于 xm(x)， 再 因为 
m (z) (k = 1, 2, 555) 是 本 来 收 仇 叙 列 的 子 叙 列 ,所 以 整个 叙 列 
xn(z)(2 一 1，2，…) ВЖЕ шо (а). 

定理 证 些 , 

由 此 可 见 , 奥 尔 里 奇 空 间 是 巴 拿 哈 空 间 , 

3. 特征 画 数 的 范 数 ,， 集合 ZC G 的 特征 画 数 记 做 k(x; Z). 

设 v(x) JE Гу 中 的 丽 数 , 宪 使 得 plv; N) < 1, 则 由 雁 生 积分 
不 等 式 (8.2) 得 到 


х(1 = j. 1979) < sl NIv(#)]Jdx < =, 
因而 
2 [96а <a вм (1), (9.9) 


其 中 N1GO 是 Co) 的 反 男 数 ， 
又 对 满足 条 件 pCm; N) = або) = Am (一 )х 
у mes @ 
K(x; #) 有 


mes 


= 1 1 
{, 62а mes м ( =). (9.10) 
根据 范 数 的 定义 
Ge Ф = sup, || xs Фо = 
PlvN)<1 6 


pl. 
因此 ,由 (9.9) 和 (9.10) 得 到 特征 画 数 的 范 数 公式 
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Ик(х; ФУ = mes ФМ" (==). 《9.11) - 


4. 荷 尔 德 不 等 式 . 我 们 已 经 指出 ,类 Lu 包含 在 空间 LS РЧ. 

由 (9.1) 又 可 知 ,对 每 一 个 而 数 x(*)ELw 有 
llallu = „29р, [Cu, 0) < р(и; М) + 1. (9.12) 
8138 9.1. Е рб) 是 М-Н MG) 的 右 导 数 ,又 设 w(x) € LŠ 
并 且 а оо Со) Са Се) 上 ) 属 于 Е 并且 (из М1, 

Е. 首先 证 明 对 任何 男 数 v(z)EZv 有 

: llally, 车 plv; N) < 1, 
обе расем za) = t 
不 等 式 (9.13) 中 的 第 一 个 是 明显 的 。 为 了 得 到 第 二 个 不 等 

式 ,注意 当 о(0; N) > 工时 从 (1.17) 可 推出 

v(x) N[v(x)] 
а, 
lz: N) | < plv; №) 


(9.13) 


于 是 


{| =] а < ея > мб» =1, 


所 以 


| 人 ee °G) ` | «1а, 


рСо; №) 
从 而 推出 (9.13) 的 第 二 个 不 等 式 . 


š мы < 1, fi 
рО), 车 |u(x)| «ә, 
a klo = 
ПР (х) 有 界 , 故 得 РСа„ (а) 1) € Ем. 
假定 引 理 的 精 芒 不成立 , 那 末 一 定 可 找到 这 样 的 ms 使 得 


мине Das> 1, 


由 (2.7) 
МС ии (2) 01 < M[xno(z)] + МРС, (9) 101 = 
= |x, (z) РС, (ж) 1), 


积分 这 个 不 等 式 和 佑 利用 (9.13) 得 到 
[| siqa, e) <| Со 1С Ба < 


«ам [мии D 4, 
这 与 不 等 式 ljw < llullu < 1 发 生 予 盾 . 
B|BBRE3E, 
引 理 9.2, 设 lla |l, < 1,31 u(x) € Lu #8. 
plu; М) < 1:114. (9.14) 
ЗЕ, 命 w(x) = РС|и (ж) [) sign u(x)、 基 由 引 理 9.1 可 知 
р(%; N) < 1。 因 为 从 (2.7) 得 到 
а(х) (х) = М[и(х)] + N[v (z) 1, 
所 以 


| Ми) Jax <| M[u(x) ]dx + j NIm(x) ]4х = 
6 G с 
= Í. ux) v(x) dx < им. 


引 理 证 毕 。 
从 上 述 引 理 立 即 得 到 下 列 重 要 的 不 等 式 : 


В: 


“и < 
и] dx < 1. (9.15) 
定理 93。 в: ПО 
[оосо | < ыыы (9.16) 
Rr. 
WE. 由 (9.15) 
м) = оба) | 
(Z: ™) 0, 
j и(х) (х) | < мм, 
а llvily 
从 而 推出 (9.16). 
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定理 证 华 . 

不等式 (9.16) 称 为 背 尔 德 不 等 式 . 

5. A;- 条 件 的 情形 从 不 等 式 (9.15) ЧЕН, 奥 尔 里 奇 空间 
Li 是 类 Гы 的 线性 包 。 于 是 由 定理 8.2 可 知 , 当 N- 画 数 M(w) 不 
满足 A 条件 时 ,Lu 是 [的 小子 集 .又 当 M(z) 满足 сйн, 
Lx 与 ІХ 一 至 

6. 下 均 收 敏 性 .我 们 称 西数 列 u(x) € ГА (в = 1,2, 5) 
а ва ОА 

hm (мПа, С — аб м5 = 9 

从 不 等 式 (9.14) 可 推 世 , 每 一 个 按 Lš 的 范 数 收 和 化 于 某 个 画 数 
(2) 的 图 数列 w(xz)(n = 1, 2，.…), БСК, Е 
的 迁 命 是 一 般 咒 来 是 不 成 立 的 。 事 实 上 , 慨 N- 男 数 M(x) 不 满足 
Ai- 条 件 , 则 存在 无 界 渐 升 的 数列 u, 使 得 

MG) > - Ms) G= 1,2, 555). 
mes G 


ВАРЯГ Д ВА У MGa) > 1. ТЖ 4 & 3⁄4 
GP C G(R = 1.2, +55, п) 满足 


ит — 1 _mes G __ s. "U 
mes Gk а АМС (k=! . n), 
并 且 命 
ик, МЕС 1,2, 7) 时， 
м =. ЩЕ U вм. 
k=1 
因为 
|, м0 = > j: Ми, (z) Jdx = 
и, Мк) тез СР < m о 
к=1 п 
ер 


lim j М[а,() Jdx = 0. 
nə Jo 


та аа — - 


ВРЛА а (а) Сп 一 1, 2，…) ЖЖ. = 
如 果 读 令 烈 按 范 数 收 伍 于 0 , 则 由 (9.14) 必 有 不 等 式 


lim j. M[2e, (z) 125 lim 12 = 0, 
可 是 另 一 方面 ， 
| М[2и, (ах = >] j M[2u,(z) Jdx = 
G £ о 


= > М(2ик)тез GÍ” > 1, 
k=1 


上 面 所 得 到 的 矛盾 表明 , 叙 列 xm(*)(z = 1,2,*…) 不 是 按 范 数 收 
ЖА. 
сево, 8 мемо ВЯ 人 条件, ЛИОН 
fpu dk. 
wF. a oqa ыы 
Ж и, (х) € L = Lu (n = 0, 1, :* *) #EB. 


lim | M[x, (z) — (z) Jdx = 0, (9.17) 


IE >o, <, 
тра о 满足 A;- 条 件 , 故 从 (9.17) 可 推出 
lim j. Ма Уа, 
0 加 是 这 样 的 自然 数 ,使 当 2 办 时 
[ежи — шо) мя < 1, 


ТЕН (9.12 971,4 z 22 m вр 
2а, 一 ш Им < pl2*(un — ua); M) + 1 < 2, 
从 而 推出 


1 
Пан — llu < —— < е. 


вы 08] и„(х) (в = 1,2, ---) 按 范 数 收敛 于 m(*)， 
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ПС R AI ao 使 得 


定理 起 毕 .。 
诗意 , 有 界 画 数 的 集合 在 平均 收敛 意义 下 在 类 Lu 中 到 处 笛 
密 , 即 对 每 一 个 图 数 u(x) 《Lx 可 作 册 有 界 ВАСА] wa(x) 使 得 
lim | М[ и„(х) — и(х) ах = 0. 
ЖЕ, ВРС mw(x) 就 可 由 下 列 等 式 确定 之 : 
и Sat. 
ú 0, 当 [и(х)| > n +. 
从 不 等 式 (9.12) 可 推出 ,任何 平均 有 界 的 画 数 集合 9% C Ly, 
序 满足 条 件 


[м6 меа GG 690), 


” 按 范 数 也 有 界 : 


Hall <6 СС) 90), 
其 中 2 = b(a) 仅 与 常数 4 有 关 . 逆 命题 一 般 说 来 并 不 成 立 , 至 少 
是 因为 并 非 所 有 е 中 的 落 数 都 属于 La, 
不 过 , 如果 М-РН М С) 满足 АР, 那 未 下列 结论 成 立 : 
НИНА О аста = Fw ВИНА. ЧЕ, 
4) z (z) 691 Ж Ш < a. 因为 MG(u) ЖА АЖ, 所 以 存在 


М(аи) < АМ(и) (и 2 ш). 
此 时 对 一 切 * 有 
М(аи) < М(аш) + АМ(и). 
从 这 个 不 等 式 和 (9.15) 可 推出 
j. M[:(<) ]dx < M(aiw) mes G + А J a |=], < 
< M(asx)mes G + & = (a), 
于 是 我 们 的 要 求 获 证 。 
7. 刘 克 施 姆 布 洛 格 范 数 . 集合 者 可 借助 与 前 面 所 引进 的 范 
数 不 同 的 范 数 把 它 变 成 巴 拿 哈 空 曾 。 | 
ВИР ЗЭ с — т, Е НЕ ЕСО ВЕЛ 
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的 研究 过 、 设 : : 
lullan = inf А (9.18) 
其 中 inf 是 对 满足 


д-ра 


的 一 切 & > 0 来 取 的 。 | 
从 不 等 式 (9.15) 可 推出 ,对 每 一 个 画 数 wx(*)6 L$ 不 等 式 
11а омо < llullu (9.20) 


dz < 1, (9.19) 


г, 

注意 ,(9.18) 中 inf 对 满足 Па 2> 0 的 画 数 u(x) 是 可 以 达到 
的 。 这 从 不 等 式 (9.19) 对 А 由 右边 趋 于 llallas 取 极 限 即 可 推出 
〈 由 法 都 定理 ), 因 为 此 时 有 


pf a = uf < 9.21 
(i ) L. Е ета 8 

不 难看 出 ,在 (9.21) 中 等 号 成 立 , 假如 М-С МС) 满足 A 一 
条 件 . 如 果 这 个 条 件 不 具备 , 那 末 一 定 可 找到 这 样 的 函数 u(x) Е 
满足 2 (一; MM) < 1 同样 不 崔 着 出 、 从 等 式 
Нее |< 


| M | 9 |а = 1 N (9.22) 


ЗЕ НЫ А» == 11м). 

今 证 范 数 llalla 满足 通常 的 公理 . 

.因为 不 等 式 (9.19) 对 任意 不 成立 的 充 要 条 件 为 几乎 处 处 有 
и (к) 一 0， 所 以 оо = 0 的 充 要 条 件 为 x(*) = 0 几乎 处 处 成 
ЗГ, 

2. 等 式 Палоо = jaillzlleo， 从 下 列 明 显 的 关系 式 即 可 推出 


Нашим = inf k= [el inf А = 1а аә. 
?Me е (м) =1 


3. 三 角 不 等 式 
Маа 十 zlleo < ее Момо + llalla 


当 图 数 (x) ,w(x) 中 有 一 范 数 为 0 时 是 显然 成 立 的 . 车 оос 
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>0, llallas > 0, 则 由 (1.2) 得 到 
м| (х) + w(x) |< Пе оо м ш(х) | Е 
Шему + lzelleo Пе + Пом L Hallo 
есем мі = | 


аем + Пам) Е Пао 


再 由 (9.21) 便 知 
мо | dx < 1, 


lalloo + Иан 
因而 推出 了 三 角 不 等 式 。 
作为 例子 我 们 来 找 虽 集合 8 C 0 的 特征 丽 数 的 范 数 
кб 2) оо. №7 mes 0, 则 得 


1 
ПкС Ow = ———— 
9 
mesg 


j. м|ко; м (. 1.) Фк = 1, 


mesa 

定理 9.5. E :向 L 中 按 范 数 Па оо 的 单位 球 与 满足 p(u; 
M) < 1 жж nC) € Lu 的 集合 相等 ,更 精确 的 向 ,从 Под <! 
可 推出 оби: М) км, ЖА Па 可 推出 plu; МУ д. 

WE. 设 юр < 1, 则 由 (1.417) 和 (9.21) 得 到 

工 и(х 
ТИР (мосом < |, 4 аи 

вр р(и; М) < llalla. 车 lxllow > 1, Bij#š (1.17) 对 一 切 充分 小 
的 e 之 0 有 


1 j. M[a(x)]dx > м] 4z > 1, 


llallay — 8 Пао 一 84 
而 由 。 的 任意 性 便 知 plu; М) 22 11а оо. 
现在 来 证 明 范 数 ыы 和 Нм со 是 等 价 的 : 
4! м) < llally < 21011. (9.24) 


(9.23) 


这 是 因为 


上 光 不 等 式 中 的 第 一 个 前 面 已 释 证 明 , 而 第 二 个 可 由 (9.12) 和 . 
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(9.21) 推 出 : 


— | < =) | | <2 
Б. {м Я е 
从 定理 9.5 可 推出 确定 奥 尔 里 奇 范 数 ыы 的 另 一 个 公式 : 
М1 = зор Jeo. (9.25) 
Hell ijo 


从 (9.25) 又 可 导出 一 个 不 等 式 , 它 自然 被 称 为 加 强 了 的 荷 尔 
德 不 等 式 , 即 


(Сна «оо (9.26) 

(u(x) € L$, v(x) Єх) 

和 | | 
(оба < ооа (9.27) 


(иба) Єй, v(x) € LE). 
$10. 28 [8] Ем А 
1. 定 义 。 我 们 用 Ew 来 表示 有 界 画 数 的 集合 在 ГИ 中 的 于 
в. | 
RPI SEREBI, ГНА РЕ ЗНС ЗИ 
于 奥 尔 里 奇 类 Lu。 于 是 从 定理 9.4 可 推出 ,在 满足 Az- 条 件 的 情 
况 下 有 界 画 数 的 集合 到 处 稠密 于 奥 尔 里 奇 宗 间 Lš = Lu. 由 此 
Г Е М-РН М (и) 满足 Az- 条 件 , 旭 空间 Ем 和 Lk 4, 
当 N- 夯 数 M(u) 不 满足 A: ЖЕНЫ, Ем 是 ГИ 的 鞭子 集 , 这 
可 从 下 列 包 含 关系 推出 : 
Ян Lu, (10.1) 
现在 来 武 明 这 个 包含 关系 。 设 а(х) Є Ем, Х w(x) JE W E 


-lm 一 alw < 二 的 有 界 丽 数 , 则 出 (9.13) 可 知 


омо) — зы С 04 аа ullu < 1, 


换 革 之 2m(x) 一 2и (к) € Lu; 双 因 为 有 界 画 数 必 属 于 Lu, 所 以 
` 78 °: 


“ 


ku 


从 集合 Lu 的 同性 可 推出 丽 数 (x) 一 二 [2m (z) — 2щ (z)] + 


十 到 [2 (2) 同样 也 属于 Lu, 


2. Eu ВЫ. 设 n(x) ЖЖ НЯ: ju(*)| < a, 
则 由 鲁 金 定理 可 找到 连 闵 画 数列 xs(x*)， 使 得 |xs(x)| < a ЕН. 


«(5 — (9 仅 在 一 测度 小 于 上 的 集合 G, C G ЕРАЗ 
由 特征 画 数 的 范 数 公 式 (9.11) 可 得 到 
е ы зыр, || eco — меб те < 


PWwN)el 


< 24 sup j [52 [ах = 2allkCx; G,)||u = 
PWNS1 JGy и 


= 24 mes co 人 -) <= “N (a), 
п 


mes G, 


因而 
т — и„|м = 0. - 

由 此 可 见 , 连 续 丽 数 的 集合 在 空间 Bu 中 到 处 稠密 。 

因为 对 每 一 个 在 G БЕН и (х) 可 找到 有 理 系 数 的 多 
项 式 领 列 , 一 致 收敛 于 u(x); 又 容 易 看 出 ,该 叙 列 按 任 何 奥 尔 里 奇 
空间 的 范 数 收 钱 于 а Сх); 因此 由 有 理 系数 多 项 式 所 构成 的 可 数 集 
在 空间 Ew 中 到 处 稠密 。 

由 此 可 见 ,空间 Ем 可 分 . 

3. 类 L, 相对 于 空间 Ew 的 位 置 ， 我 们 已 入 证 明 Ем C Lu, 
现在 以 (Eu; r) 表示 所 有 满足 

4(и, Ем) 一 Àf lla — llu < r 

ВВК а (х) € L$ 的 集合 ,又 以 (Ew; r) 表示 ПСЕ; r) М. 

下 烈 定理 (图 7 ) 完全 充分 的 描述 了 类 Гы 相对 于 空间 Ew 的 
位 置 , 

定理 10.1。 ММО) 不 满足 д-р, 

П(Ем; 1) C Lu C H(E,; 1) (10.2) 


ЖЕН ПСЕм; 1) 是 Lu 的 的 鞭子 集 ,而 Е ЗС: ПСЕм; 1) 的 其 子 集 ， 
ЗЕ, 首先 十 明 每 一 一 个 面 数 ¿CGO Е Ем 的 牛 径 为 1 ЕВА 

域 都 包含 在 L. 内 ,这样 也 就 二 明了 (10.2) 中 的 第 一 个 包含 关系 ， 
а(х) € LM EB 1и — la < 1, 则 可 找到 数 a > 0 使 得 


Пи 一 llu < 1 — a， 因 集合 Ew НИНЕ НО = (z) € Ем, 


从 而 由 (10.1) #781 (9 € La. IB Е 


им | <1, ин 
А 
м 


—@ 


С 0 0 ср, 于 是 从 集合 Lu РАНЕНИЯ 


виа [226] +40 gp r, 


а 

为 了 证 明 (10.2) 中 的 第 二 个 包含 关系 , 让 我 们 来 验证 每 一 个 
ВЕ (a) € Lv 与 Ем 的 距离 不 大 于 1 

由 于 积分 的 种 对 连续 性 ， 所 以 对 任何 в > 0 可 找到 有 界 夯 数 
(e) € Ен 使 得 

J uC) — (a) ]dz < a, ` 
此 时 由 不 等 式 (9.12) 有 lw 一 ullu < 1 + e, 因而 
4(и, Ем) = ia [м — wlly < lu — llu < 1 + e, 

再 由 s 的 任意 性 使 知 dfw, Ev) < 1 
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剩 下 要 应 的 是 (10.2) 中 包含 关系 的 严格 性 . 
在 $8 第 4 段 中 已 轻 作 出 这 样 的 画 数 xs(*z)6 Lu, М B < 1 
时 Вик (z) € ГАН В > 1 8 Ви (х) Lu, Е zs (х) ПСЕм; 
1)， 事 实 上 , 芳 00а, Ем) 小 于 1 , 则 可 找到 有 > 1 使 得 
20Виг. Ем) — f ПВи» — мы = В іле м» — wlly < 1, 


于 是 由 (10.2) 中 的 第 一 个 包含 关系 可 推出 Bus G) € Lu, КБ 
ux (a) 的 基本 性 质 发 生 冲 突 。 这 样 就 证 明了 ПСЕм; 1) 是 Lu 的 
鞭子 集 . 

在 $ 8 加 一段 中 还 作出 了 这 样 的 玫 数 и (а) Е Ем, М В 过 1 
时 Вы* (z) € Lu, 3.38 B 之 1 时 Bu*(x) Ë Lu. ФЕ и") € П(Ем; 
1), 这 样 定理 的 证 明 就 人 部 完成 ， 

事实 上 , Ки*, Ем) = L, 因为 在 相反 的 情况 下 可 找到 B 二 1 
使 得 2(Bu*, Ем) > 1, 从 而 由 (10.2) 中 的 第 二 个 包含 关系 可 推出 
Bu*(x) ELy, 这 丸和 wu*(x) 的 基本 性 质 发 生 冲 突 ， 

СНВ, _ 

定理 精 论 的 第 二 部 分 说 明了 如 果 N- 画 数 M(z) 不 满足 Ai 条 
件 , 那 未 类 Lu 在 空间 L 中 既 非 开 集 ,又 非 寻 集 。 ИТЕН 
己 诈 明 ,此 时 集合 Ly 在 年 均 收敛 意义 下 是 不 完 双 的 . 

从 定理 8.2 可 推出 下 烈 附 记 : 3 М-М (и) 不 满足 АЖ 
件 , 则 有 界 画 数 的 集合 在 了 无 处 稠密 , 因为 一 切 有 界 画 数 均 位 于 
Ем М. 

25 Eu 可 看 成 包含 在 Lu 内 的 空间 С ОКНЕ, 
这 可 从 下 列 事 实 推出 : n(x) € E, 当 朋 仅 当 对 :一切 的 值 有 ju(z) 
€ Lu. 

假定 zx(z)6 Lk #E B 

d(s, Ем) = inf || — wilu > 0. 
шЄвм 
划 面 数 w(*) АГЬ НОЕ L 的 范 数 加 以 逼近 并 且 精 确 度 达到 
(и, Ем) 十 8, 其 中 s 是 任意 正 数 ， 在 计 多 情况 下 ,移出 特殊 方式 
的 有 界 画 数 来 台 近 更 为 方便 
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БЕНИ СРСР 


引 理 10.1。 对 任何 函数 (e) € АНА 


Вт |а 一 tallx = 4(и, Ем), 


и(х), № |#G)| < n, 
КБ 地 #190) > а, 
ЗЕ. 由 于 图 数 |x(*) 一 (х) 非 上 升 , 所 以 它 的 范 数 也 非 
ЕВ. А 
limllz — ally Z 4(и, Ем). 


ГГ ВАН ЙЕН ЯН НОЖА, 
设 。 是 任意 正 数 并 且 
1 1 
< 
2695 вов "u > 4(и, Ем) + в” 
则 
dlauy Ем) = inf Цои — wlly = а inf lx 一 ullv 一 
“ЕЕМ wEEM 
< 4(и, Ем) <1, 

4(и, Ем) +в 

故 


f. М[аи(х)]ах < co, 
HR ЕН НЕ УЗ ЗАК wo, 4 в 22 no 时 
J utasa) _ un (x) ]dx < о, 


因而 推出 las 一 au, Пы < 1 + ae, 即 有 ju — им < P +e < 
< 4и, Ем) + Зе, ВН в 的 任意 性 便 得 
lim Па 一 x,llu < d(z, Ем). 
引 理 证 些 . 
4. 奥 尔 里 奇 空间 可 分 性 的 必要 条 件 . 前 面 已 释 证 明 空 间 En 
Вр. 换言之, 如果 N- 画 数 M(x) 满足 A:- 条 件 , 则 空间 Lš = 
= Lu = Ev J $F, 
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定理 10.2。 вы-и мо) 不 满足 Ar 条件, ПРЕ Lš >F 
可 分 . 

WE. 假定 Lk BJ $E BZ пх) (a = 1, 2, -- +) 是 ГИЯ 
数 到 处 稠密 集 ， 由 重金 定理 可 找到 具有 非 雳 测度 的 集合 G, C G, 
使 得 wa(x)(n 一 1, 2，…) 在 其 上 连续 . 

考虑 空间 Lu( G.) Н.А Ev(G1) 表示 在 G, 上 有 界 的 画 数 的 
集合 在 Гб) 内 的 阴 包 , BIZE X fE G, 上 并 且 在 这 个 集合 上 与 相 
БЕЙ Ж а, (с) 一 致 的 画 数 wa(x)(n 一 1, 2, --:) 属于 Ew(G1). 

由 定理 10.1 可 找到 这 样 的 画 数 w(x)《 L&CG1), 使 得 dCw，、 
Ex(Gi)) >1. № 

kG) = 人 #; <€ Си, 


0, 车 x*E€ GN\Gi1， 
Я 


Па 一 м„|м = sup | [xz(x) 一 и, (х) 10 (ж) 2х > 
РС 


> = lle — шом > 1, 


" W" Габ) — С) 10 (a)dz 


SU 
еби.) Т 
М ВО и) (в 1,2,5) 在 空间 LE РАЯН, ДЫ 
到 矛盾 . 

定理 十 毕 . 
5. 关于 范 数 的 定义 。 因为 Es C Lv, 所 以 


部 || e) dar еф |. иа (ада = llalla. (403) 


s 
Pl Nl КЕЧЕ 
vEEN 


ЧЕ е > 0, 则 可 找到 w(x) € L. 满足 条 件 plw; М) < 1 #E 
且 使 得 


{ иди (ая > шы — в, 
сиди 


命 
_ Joe)， 若 |m(z)| <a, 
= [0 若 |m(o| > z, 
显然 v.(x) € Ем, $E B. 


plva; N) < ры; №) <S 1 (n=1,2, +°). 
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又 从 积分 的 逢 对 速 各 性 可 掺 出 对 充分 大 的 > 有 
人 au(z)on(z)dz > (ооба — e > lully — 28, 
因而 
sup || ovCoad > |, > айм — 28 
ол 


再 由 于 s 的 任意 性 , 从 所 得 到 约 不 等 式 和 (10.3) 可 推出 空间 
7 者 宇 范 数 的 一 种 新 的 表达 式 : 


| | dod)ar | C10.4) 


lly = ѕир 
без) 
rEEN 


我 们 讨 明 公式 (104), 确定 奥 尔 里 奇 容 间 中 的 范 数 是 已 滩 假 
定 了 a(x) € LX. 如 局 定理 9.1 的 证 明 方法 .从 积分 人 и(х)о(х)ах 


对 一 切 v(x) € Еу ИКТ ЕНГ ЕНА В С e Сас) ЛИ La. 定理 
9.1 ЧАЕВИ МЕУ JA Е Ру 28 Н Bd Ж о, (х), 8 ЗН 
g(x*) 同样 属于 Е. 内 为 确定 此 画 数 的 级 数 按 范 数 收 伍 , 而 E. PF 
im. 

6. 范 数 的 艳 对 连 糖 性 ,我 们 称 责 数 a(*) € L: НДИ 
的 范 数 ,假如 对 每 一 个 e > 0 存在 3 > 0 使 得 


Hugk(x. ы = “sup [соса < в. 


ОЕ 


只 要 mes < 000 C G). 

定理 10.3. 两 数 x(x) € LY Ще ВСВ 432826. 
件 为 и(х) € Eu. 

证 。 E z(a) € Ем, {Е в > О, ШТУ ви (z): la СХ) | 
=< a (z€ G) 使 得 


jz за < =. 
2 


. 因为 函数 „у (1) a 当 > 0 时 单调 增加 .所 以 方程 


НЕ 6 > 0. 

设 mes@ < ó( CG), 则 由 特征 图 数 的 范 数 公式 (9.11) 可 得 

Шека: llu < [l — llu + КС )ы < 
<> + пу (ts) <= 十 av 人 (二 )- в. 

于 是 图 数 w(x)€ Е, ЖЕНЕ. 

现在 假定 画 数 а (а) € Ly 的 范 数 息 对 连 征 ,又 以 Gs 表示 集合 
Gtlu(x)|<n}。 因 为 丽 数 u(x) 可 求 和 ,所 以 limmes(G`NG,)=0. 
因而 由 范 数 的 种 对 连 绪 性 可 推出 

lim ll — ик(х; G,)llu = 0, 

由 此 可 见 , x(x) 是 有 界 画 数 烈 的 极限 ,从 而 属于 Ем. 

定理 证 毕 

从 定理 10.3 可 推出 空间 Ем 是 Ги 中 所 有 具有 移 对 汪 续 范 数 
的 西数 的 集合 . 

ЧТ 


7. 范 数 的 计算 。 通常 的 公交 
ам = sup. 1, „ооба 


不 能 其 正 用 来 计算 范 数 ， 于 是 光 然 提 弓 关于 范 数 的 另外 表示 形式 ， 
的 开题。 
定理 10.4. az 设 w(x) € Ги ЗЕ R SF46 138 А* 使 得 


моа мя = 1, (10.5) 
ЗЕ pG) НИЕ MG 的 导数 , 妈 
Па | рев) 10169 ая, (10.6) 


2. 由 (10.5) 得 到 
ооо 010 1а < sun 
с Р(0;№)<1 
另 一 方面 ,由 覃 格 不 等 式 


ev dr 


= Пим. 
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lal = sup || Со ба| < 


ром 
1 
< 去 (: 入 j. мүд) 1), 
再 由 (10.57) 
llalli < 志 (1, Ари |)1dz + | мї) lz), 


于 是 利用 (2.7) 得 到 
Mal < [рыба = 
k с 
= | BR Dla) ar 

ЖЯ, 

ТН", АННО 
形式 : 

如 | асо воа а [моча дае = 1. (107) 

由 此 可 见 ,利用 定理 10.4 来 计算 范 数 只 须知 道 УВ MG) 
和 宅 的 导数 pG). u 

注意 ,满足 (10.5) 的 常数 АР EC SE kB R. #8 
Р(и) ЛХ, ДПС k* 甚至 对 集合 G 的 特征 画 数 还 不 能 选 一 , 假如 
hr:( 一 ) 不 局 于 画 数 2 вой, 

mes G. 

另 一 方面 ， 若 画 数 px) 有 积分 常数 ， 则 数 k* ЕЛКЕ — Н 
定 . 

如 果 画 数 p(w) 连续 , 则 数 д" 对 任何 有 界 画 数 可 以 选 出 ， 这 
可 从 下 列 事实 推出 :而 数 

TCD = {месо 04 

ЖАРЕНАЯ, 700) = 0, J(co) = co, 

后 面 ( 见 $ 18 第 10 БО ЖЕНЕВЕ 人 t 对 任意 图 数 4(x) € Bw 

可 以 找到 ,假如 画 数 p(w) ЗАЙ. 
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公式 (10.6) 可 以 用 来 实际 的 计算 范 数 并 且 能 够 任意 地 精确 . 
这 个 计算 归结 为 求 方程 (10.5) 关 于 k* 的 近似 解 以 及 积分 (10.6) 的 
计算 . I 

注意 定理 10.4 ЖЕН p(n) 连续 的 情况 可 以 得 到 特征 画 数 的 
范 数 的 熟知 公式 . 

作为 例子 ， 我 们 来 计算 画 数 (a) = x 在 空间 РАСО, 1]) 中 
的 范 数 ,其 中 M(x) = e 一 |а| 一 1， 因为 此 时 

М Р(и)] = ие" — e“ + 1, 
故 方程 (10.5) 有 形式 
| (krxetz — ets + 1)dx = 1, 


由 此 得 到 Ае 是 下 列 方程 的 正 根 : 
ek = 222. (10.8) 


公式 (10.6) 确 定 了 范 数 的 值 为 
lulu | Ces а, 
因而 由 (10.8) 
д®0 — 4%) 2° 
可 求 出 方程 (10.8) 的 近似 解 ( 例 如 用 图 解法 ,图 8 )。 易 知 
0% гә 1.587。 这 样 一 来 uliw == 1.027. 
定理 10.4 用 来 计算 有 界 画 数 的 范 数 是 很 方便 的 。 注 意 对 任何 
РА z(a) € 我 们 可 作出 有 界 画 数列 w,《x) 使 得 
lim иа = П. 
РАЗ и, (х) 譬如 就 可 以 通过 下 列 等 式 加 以 确定 : 
риба), S м0] «в 
= М ЕТӘ 
事实 上 ,ually < atly < :: Пам < >. £ П, в 
Е s > 0, 则 可 找到 画 数 m(x) 使 得 p(m; N) < 1 FE 
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1 = 


(10.9) 


图 8 


人 ee (+) [dx > llullu 一 s。 
由 勘 由 格 积分 号 下 取 极限 的 定理 对 充分 大 
бок lax > llullu е, 
Вр Бе мы > мы 一 s. 再 直 。 的 任意 性 рамы > llalla. 
8. 一 个 范 数 公 式 ， 在 定理 10.4 的 条 件 下 
lulu = a(! + |, мое: аа), 


另 一 方面 ,对 任何 图 数 x(x) Єй, k > 0 tf 
(еа | < 


а = 2. sup 
R ptwiN)<1 


< (2 + {мон а). (10.10) 


因此 在 定理 10.4 的 条 件 下 
Рт 
мы = mia + (: + | міса). 


这 个 公式 可 以 拓 广 成 为 
#105. МС 是 任意 的 М8, w(x) СТ, 则 有 公 
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二 1 
lla 一 Pf — (: + | мі да) Ма). (10.11) 
ЗЕ, НАБ СО ВЫ ПИЯ Жо 
由 公式 (10.5) 和 (10.6) 确 定之 。 ВИЗ ЕАР ИЗЕН К 
又 可 由 公式 (10.11) 来 确定 。 
EZ aG) 是 L 中 的 任意 画 数 。 又 二 ww(z) 是 由 等 式 (10.9) 所 
俏 定 的 图 数 并 且 
21 > 
зе П 一 x (: + {мо „1а, (10.12) 
зв 
| Ne = 上 
М БЕНИН, 是 非 渐 升 的 数列 ,又 此 时 
И _ И 
L< LG ; (мох) lol < lal, 
因而 数列 k, 收敛 于 某 一 正 数 k*, 
ÉE e 0, 由 (10.12) 对 充分 大 的 ? 
1+ (мга. оа: = Аа ы < Ch* + ellally, 
好 此 不 等 式 取 极 限 (由 法 都 定理 可 以 这 样 做 ) 得 到 
1+ ўмо 05 < (4% + е), 
又 由 于 的 任意 性 
(1 + {омоч dz) < lal, 
从 这 个 不 等 式 和 (10.10) 就 掺 时 了 (10.11). 
现在 去 掉 关 于 ри) ВЕНЫ. 对 任何 М МСО) 我 
们 容易 作出 具 爱 种 导数 的 NN- 画 数 Mi(z) 使 得 
М(«) < M,GO < (1 + є)М(и) (и>0). (10.13) 
从 不 等 式 (10.13) 可 推出 2 Z = Lx, ЗЕ R. 
I 1) 在 $13 的 第 1，2 段 中 ,我 们 将 要 新 明 出 比 这 更 强 的 命题 。 
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llally < 11, < C1 в) мм. (10.14) 
从 同一 不 等 式 还 可 推出 


ит ањо) < (ином) 


&>0 
x 1 
<а+еор +( + мова). 
ка 
Гы < е 1 a6 + {мон сае) < аа 
к 式 和 (10.14) 即 可 推出 
lalu < (1 +f миа) < C+ е). 


再 由 于 е 的 任意 性 便 知 ,对 夯 数 u(x) 而 言 公 式 (10.11) 成 立 . 
定理 起 毕 . 


$ 11. 列 紧 性 的 判别 法 
1. 瓦 来 - 布 又 定理 。 我 们 记得 , 图 数 族 有 等 度 的 息 对 连续 


积分 ,假如 对 任何 e > 0 可 选 出 这 样 的 二 0, 使 对 族 多 中 的 一 切 
В ф(х) 有 


J lear < в, 


只 要 mes 只 <, ТАНЯ Н — В ЕГ SE EE ЧЗ ДЯ 
”分 的 一 般 刊 别 法 , 
瓦 来 - 布 又 定理 (例如 见 [38] 142 页 ). 避 @(z)(0 < x < co) 
отти 
Ет 200 - 


oo 


РЕЛЕ ТОН ФС), И ФО) 1] 的 积分 一 致 有 界 : 


[910 1а ао (фб 690), (п) 
则 族 9 有 等 度 的 种 对 连续 积分 。 
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-. 


З Ад А о ВЕБ ЕЛЕ 38 1+ Е. ЯЕНЯ, 
因为 每 一 个 М М (и) НРАЖ- НИЯ, 所以， 
如 果 画 数 族 %! 包含 在 Ly "РЕВ. 


обам) = [мым а 0) 690), 12) 


И а (а) НЕЕ, 
< М(и) 和 М.и) FEBS М-Н 

lim М(и) = 
а-о м,“ 

BIUAC11.2) ЯЕ ВСЕ 91, = {Ми (=) ]} ДЕС БЯГА ЕЎ ， 

КА. ЕЕ, АРЕН Ф(и) = ММ) ДЖ 

ИКЕ П З АГАЕ АПК: 

00 一 Е в Мг 121 —_ m MO) = 


> 


lim 
ГЕ т и М, v 


аанай, Шо RR (EG НИЕ, 

我 们 称 

‚ф-т «Фе Geo) (13) 
为 (a) 的 斯 捷克 洛 夫 画 数 ,其 中 ТО 是 以 点 ze G 为 中 心 ,7 为 
ЕЕ п ЖЗ, т, 是 这 个 球 的 体积 , 另外 在 积分 (11.3) 中 我 们 还 
假定 当 :EG 时 ЕР, 

Запі. а оса 按 范 数 一 致 有 界 : 
ыы < AGC) ER)， 则 斯 近 克 洛 夫 图 数 族 %,: и, Се) Culx) € 9) 
атас о она c 的 范 数 ) 列 紧 . 

WF. ММ и) € % if 


Реа, а 


故 由 杨 格 不 等 式 
4 1 А A Í |#(z)| 
| (z) | < а j: [= 14. < = J 91 4< 


тез С). 


。91 。 


由 此 可 见 ,图 数 族 9, 一 致 有 界 . 

由 于 (11.4), 从 珑 来 -~ 布 又 定理 可 推出 夯 数 族 9 有 等 度 的 绝对 
连续 积分 ， 即 对 任何 e > 0, 可 选 出 这 样 的 有 二 0, 使 对 族 中 的 一 
ЛВ а(х) 有 


| [Dl (11.5) 
Ф 


Я mes < 000 C С). 
以 Tey 表示 集合 
Ст, а) от, Су))ХМСТ, (а) ПТ). 
假定 Tsy 的 体积 当 (х, у) < 8 时 小 于 А, 旭 由 于 (11.5) 当 d(x， 
y) 二 6 时 对 族 ,中 的 一 切 丽 数 u(x) 有 


lG) = 0012] ае < 


РИС: ЭТ, ЗВЕНЕ. 
于 是 引 理 的 结论 由 阿尔 采 拉 定理 郎 可 推出. 
今后 肯 利 用 下 列 的 不 等 式 : 
1 < а. 、 (11.6) 
为 证 此 ， 我 们 用 T, 表示 以 二 维 空 半 的 原点 为 心 、7 为 牛 径 的 
Ж, 


1, < = sup | j 1) (х) |4: 2х = 
. m, oJrr® | 


ОТИ 

"hs sup | | [а(х + s)v(x)|ds dz, 

m, Рома.) 6.) го 
交换 积分 次 序 工 将 sup 取 到 积分 号 下 面 ,得 到 
i А 
П < 二 | | 人 [а(х + s)v(x) las] 4 < 

< < supllulx + ғ) 15 

又 因 从 wl?) = 0 3⁄4 z € G 时 可 推出 对 任何 s€G 有 


[eg = зыр j абе + з) (0) 1а < 
(056176 


< s> 小 lao — la < а, 《1.7) 


P(N. 
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故 不 等 式 (11.6) 获 送 . 
3. 空间 Ev 的 柯 尔 莫 廊 洛 夫 的 列 紧 性 判别 法 . 
ЖЖ: ав, Во 9 列 紧 的 这 村 条 人 为 汪 中 条 


а) fally < ACuCx) ER); 
6) 对 任何 。 > 0 可 找到 这 样 的 6 > 0, 使 得 从 + < 0 可 推出 
а „ы < е 
ХЕ НОГ, 

ЗЕ. 条 件 a) 和 6) 的 充分 性 由 引 理 1.1 ЖИВЕЕ (Fréchet》 
定理 ? 即 可 推出 ,这 是 因为 C 中 列 紧 的 男 数 集 在 每 一 个 奥 尔 持 奇 空 
间 内 也 是 列 紧 的 . 

ВЕС Ем 中 列 紧 的 丽 数 族 ， 则 对 该 画 数 族 可 作出 由 束 积 丽 
数 п), и (а), 57, и (+) 组 成 的 = 网 , 其 中 u(x) G=1, 
2,….，n) 可 以 不 属于 L 以 < 表示 整个 集合 G 的 特征 图 数 кх 
G) 的 范 数 ， 设 + > 0 是 这 样 的 数 ,使 得 当 d(x, 0) < r 时 有 

* [м9 (4) — «(| < f (=1,2, pz)， 

3c 

|20] Д 

í Л 人 О s 

е) — «(| < а 00) — моба < Š. 
(== 1,2, 57,9), 
于 是 
l а < 60ка; С) = 二. (11.8) 
Зе 3 


В u(x) 是 Ew 中 的 任意 夯 数 , 则 可 找到 丽 数 99 (+) 使 得 
lz а < = 从 而 由 (11.6) 和 (11.8) 


Пам < П ао 00—10 — Пы 
ам — «б + ПСО — им < в. 
11 рка. 集合 列 紧 ,假如 它 可 由 列 紧 集 任意 精 确 地 逼近 。 
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由 此 可 见 , 条 件 6) ВЕ 至 于 条 件 a) 的 必要 性 是 
明显 的 。 
定理 证 毕 。 
` |N 82 М-Н М (и) WE АРЕ Ем = Lu = Lš, 所 以 
在 满足 A 一 条 件 的 情况 下 定理 11.1 $H Y Гм 中 国 数 族 的 列 紧 性 
的 必要 且 充 分 的 御 别 法 ， 由 于 在 这 种 情况 下 按 范 数 收 钱 与 平均 收 
伍 等 价 , 因 而 又 得 到 
定理 1.2. ими МОм АРАМ, БЛИЖЕ Я C 
= 1% 列 紧 的 充 要 条 件 为 满足 条 件 : 


2 | маса < 4 (аб 690); 


16) 对 任何 s > 0 可 移出 这 样 的 9 > 0 91 ЕЛ 
щн 5 时 有 


J Mul) A 


4. Бра КН и (х) Є Lk ВОО АТ 
等 度 的 稳 对 连续 范 数 ,假如 对 每 一 个 。 二 0 存在 6 > 0, a 
的 二 切面 数 有 lluk(x т) < se, 只 要 mes < 5。 显然 在 这 仲 情 

ЕС Ем, 
4 是 菜 一 在 Ем НОА, ИЕН 给 方法 可 以 
ВЕБ, ЕНГА АКЕ ЙЕ С, 
引 理 11.2. 依 测度 收 系 的 两 数 到 z, (z) € Evn=1, 2,…-)， 
мекв. 
ВРУ ДЕН, 4 


"=. ие 
证 引 理 条 件 的 充分 人 性, 

ВЕР и, С) € EvCn = 1, 2, ` ` -) 依 测 度 收敛 并 且 有 等 度 的 
НИНЫ, Перо а 表示 集合 Са, (к) н(е) 
>. А 
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w. 


屋 $>0 是 这 样 的 数 ,使 当 mes @ < 5 时 


Пик к; м < Е (а= 1,2, ---). 


Н и, (0) Са = 1,2, ЖЕН, 故 可 选 出 四 使 得 
“ mes @,,, < 6 24 n, m > m Bf, 
因此 当 z, m > m Ë$ 
ll, 一 z. llu < 
< 
Зику о) Nit lnk Cx; Gna) ut ИКС; Gu <s. 

ЗАВ ВО и,(х)(в 1,2, 6) Е Г rik $k. 

引 理 证 些 . | 
ME 长 中 也 列 紧 . 

证 。 根据 偿 屋 从 9i 中 的 每 一 个 叙 列 可 选 出 依 测度 收 丝 的 子 
令 烈 ,再 由 引 理 11.2, 这 个 子 氢 列 按 L 的 范 数 收敛。 

ДЕННЕ, 

定理 的 第 二 个 条 件 关 于 在 测度 收敛 意义 下 蕉 列 紧 性 的 验证 通 
常 是 归 竺 到 证 明 де — ЯЕ L 的 奥 尔 里 奇 容 间 内 列 紧 。 

5. 空间 E 的 黎 斯 (FE. Riesz) 的 列 紧 性 剧 别 法 .我 们 再 指 
HH” Eu 内 的 画 数 族 的 刘 紧 性 的 一 种 制 别 法 

спа. о Eu 的 图 数 族 多 列 紧 的 充 要 条 件 为 泗 足 条 

件 : 

а) llullu < 4, (w(<) € 9; 

6) 对 任何 。 > о 可 找到 这 样 的 6 > 0， 使 得 从 4G, 0) < 5 
чен 

[С + 2) — xs(a)llu < є 

ЖЕ и) € ЯВА. 

ЗЕ. Ш (<) СӘТ e, (a) 是 相应 的 斯 捷克 洛 夫 丽 数 ,项 


а) ао) < | абе) — a(2)| dz, 
m, JTr() С 
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f 因而 对 v(x) € Ly, plv; N) < 1 
[бо -lv 二 < 


| =Í IL. С) — и (а) | а да, 


т; 


交换 积分 顺序 并 进行 变量 替换 ,得 到 
j. [а (x) — иж) |2 (дах < 


< 


< = | и(х + $) 一 «ое Ш < 


т, 
сеж) — «о, 
从 而 


lu = 


op | eco — о 


3 
PINJSTI 


< 
‘ 


<t Табе а С) Мыйз, 


т, ° 
从 上 述 不 等 式 可 推出 , 当 所 证 定理 的 条 件 б) 满足 时 定理 11.1 
的 条 件 б) 也 满足 ， 又 这 些 定理 的 条 件 а) 相同 . 
于 是 定理 的 条 件 的 充分 性 获 证 . 
今 证 这 些 条 件 的 必要 性 ， ОТ: Ем 中 列 紧 的 函数 族 , 则 对 
该 夯 数 族 可 作出 由 连 秘 画 数 x 中 (x) , x 中 (x),，.…, u(x) 组 成 的 


= 网 ， 以 “表示 整个 集合 C 的 特征 画 数 在 空间 Lš 中 的 范 数 
设 6 >0 是 这 样 的 数 ,使 得 当 4(, 0) < ó 时 
МС + 90) | < £ G=1,2,--:, n), 
其 显然 有 
(я + №) — „Ом < ú (i=1,2,."*, в). (11.9) 
设 u(x) 是 НЕБЕ, НУНС xcw(z) 使 得 
j 一 бы < = 从 而 由 (11.9) 和 (11.7) 
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Пах А) — аа) ы 
< Паб + А) wrt + — 
— «о (а), + [м9 (а) — а (а) 1А < е, 
Вн, 条 件 6) КАЕ, 至 于 条 件 а) 的 必要 性 是 
明显 的 . 
定理 证 些 . 


$12. 基 的 存在 


1. 转 到 确定 在 区 间 上 的 画 数 的 空间 . ”下 面 我 们 将 要 讨论 确 
定 在 有 限 区 间 上 的 画 数 的 奥 尔 里 奇 空 间 。 这样 并 不 破坏 千 果 的 一 
般 性 ,这 是 因为 空间 АСС) ЯЗ ГМО, тез G]) 线性 等 距 , 序 
КСС) 和 І ([0, mes G]) 的 元 素 之 问 存在 保持 范 数 的 线性 一 一 

为 了 叙述 的 简洁 起 见 , 这 里 仅 对 G ЖАЛЕ КЛАЖЖ (6, 
#1) 的 平面 上 的 有 界 于 集 的 情形 加 以 起 明 。 

假定 集合 G 包 含 在 其 一 方形 Bo: 

(I& | <>, 16 <) 
内 .我 们 考虑 将 方形 Bo 分 成 4 个 以 


д= Ё: m a= j 


2"— 2—1 


G,;j= 0, +1, +2, :-:, + 2-4) 

为 顶点 的 方形 BI (k = 1, 2,6-5, 4") ВТ, 

从 分 划 T。 过 滤 到 分 划 Tsn1 时 , 易 见 分 划 工 ,的 每 一 个 方形 分 
成 分 划 Ton 的 四 个 相等 的 方形 (图 9 ). 

今 建立 从 所 有 分 划 的 方形 的 全 体 到 区 间 r, = [0, mes G] 的 
革 些 子 区 间 的 全 体 上 的 映 象 , 使 得 B* 的 象 IE 的 长 度 等 于 mes(G 
пв). НЕ Be 对 应 于 整个 区 间 L. 假设 分 划 T, 的 某 个 方 
J ВУ 对 应 于 区 间 [a, В] C 1; 我 们 把 Bš 对 分 划 Т, 所 分 成 的 
РАНЕН ЛН МЕНЕЕ Вт, В, Вт, B™; 
又 以 分 点 yiy үз, үз, Ж a < yi < y; < y; < B, НЫ Га, B] 
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分 为 四 部 分 并 且 使 得 
Yi = а = шез(СП B!), 
7: —, yi = mesCGn ВИ), 
ys — 72 = mes(GNB™, 
B — ys = mes(G f В); 
现在 规定 方形 B', В", pit 和 BY 分 别 对 应 于 区 并 Га, yi], Гуз» 
721, [уз, ys] 和 [Ya，B]. 
命 任意 的 集合 P C G 对 应 于 集合 Q C L,, НКЕ 
Р бухт) 9 T) 套 对 应 的 区 关 套 所 确定 的 点 组 成 的 ， 
若 此 映 象 保持 集合 的 测度 (这 是 明显 的 , 假如 注意 到 一 切 分 划 T。 
ВОЈНО МКА ЕЕ). 假如 以 С, 表示 具有 下 列 性 质 
的 点 x € G 的 集合 , 宅 的 任何 邻 域 包含 有 和 集合 С ЛЕ ЕЕ 
且 它 不 在 分 划 Т, 的 方形 的 边 上 ,那么 
mes Cl = тез G 
拭 且 上 述 所 建立 的 从 集合 G 到 区 间 1, 上 的 喘 象 “在 G, 上 是 一 对 
一 的 .集合 G1 的 象 记 为 OU 
因为 属于 奥 尔 里 奇 空 间 的 画 数 的 确定 精确 到 测度 为 霉 的 集合 
上 ,所 以 可 截 为 它们 在 СХС, ЕЗЕР, 规定 每 一 个 画 数 = (z) € 
1406) 对 应 于 由 下 面 的 等 式 所 确定 的 男 数 改 DGzEToO: = 
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К) и(х), 28 z= c(a) ЕО 
аб) = { 
0, 24 z€ O, h. 
显 见 此 对 应 是 线性 的 。 由 于 映 象 6 保持 集合 的 测度 ,所 以 Lš (G) 
的 丽 数 保持 范 数 地 变 为 空间 工区 [0, mes G ]) 内 的 画 数 . 

Киз 显 地 , 空 胃 ЕСС) 在 此 对 应 下 变 为 空间 (10, тез СТ). 

哈 尔 画 数 .， 我 们 称 由 以 下 的 公式 所 确定 的 区 间 [0, 1] 上 

Ен 


р СЕ 时 ， 


(к) = 1, XW) = 005 Мя 1 Е, 


1 


— wl <. «ам, 
2 


На 1,2,5, k= 1,2, 5209 
У», ви < < = 1, 
(а) = _ >, 424: аА 2k. в, 
0, 对 x 的 其 宅 值 . 
РҮ ХС) ЗЕ п ПАОК АЕ, 3 X33628 B) n МЕК 
ЗИМА ЕВ — Zl, 辐 时 将 所 得 到 的 叙 列 记 为 pi(z) G = 1, 
…)， 容 易 看 出 ,该 丽 数 列 正 交 : 
1 0, ini ji, 
i „(вах = да = 
рева (о едас і. 
БЗ АКРОН ТРД Е Н ЯПО 0с ое Сас) 可 确定 
НИЙ УЖ сг: 
«= 97 G =1,2, 555), (12.0) 
定义 算 子 S。 如 下 : 


б.а) = У. сер) (m= 1,2,.°). 
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以 аз аз, ``", ар КРАЖ pi(x), 2(x),， ,Pm(x) 的 不 
НАЕЛ ЕАС 0 和 1 按 增加 的 顺序 排列 而 成 . 
引 理 12.1. 逐 段 为 常数 的 图 数 Su Ga) 对 а, < z < ati 的 
атал. 
S, (a) = 1 т асаа, 


аз 一 G, 9 


ЗЕ. ANG САО ЛЕ XU ig Bu НЕ R C НХ то Кура 4 ВПТ 
证 实 ) 画 数 


Ет(х, y) 一 > Ф:(х)Ф:(у) 
对 as < x 过 aor 采取 下 列 的 值 : 


т, Шиа За, 
F,Gz, у) = даны а 
0, ”假如 ?< а, ам < y. 


因此 当 a, < z < а 时 
З) = У ро а)ба = 


= ао, ydy = —1 人 u(y)dy. 


ee 
B|EBRE3E, 
3. Eu #38. 8 M(u) 和 N(u) ЕН М-С, 
假如 *(x) 属于 空间 ГИСГО, 1]), 旭 从 共生 积分 不 等 式 和 引 
BE 12.1 可 推出 ,对 每 一 个 六 和 wa < х < а 


MISoeCo] = м | 1 [оа | < 


а; а; 2; 


<—1 [мас м», 


G+ — а, Јаз 
从 而 . 
| м[ Зи (z) dz < | 全 MIu (o) az, 
于 是 


* 100 < 


Газ, Сее < маса, (12.2) 
3 а 1, 则 由 (9.13) 
[модда <1 
话 以 从 不 等 式 (12.2) 和 (9.12) 可 推 知 , 当 [им < 1 Bf 
IS, < t+ [| М.и ае < t + [мга <2. 


因而 
1S = na КЕ 2 (в= 1,2, -- °), 


由 此 可 见 ， MS L$([0, 1]) 到 它 自己 内 的 线性 算 子 3, 的 
БОТ, 

现在 假定 丽 数 Со) НЕВУ, ДОВ 121, 0] Зи (+) О 

于 x(x) 在 [0, 1] ео Jus ИР ВСВ 
煞 多 个 不 严 敌 点 , 故 男 数 Sux(x) 在 任何 与 尔 严 奇 窒 间 内 按 范 数 收 
化 于 а(х), 

于 是 , 算 子 叙 列 Salm = 1, 2, -- -) 的 范 数 一 致 有 界 并 且 在 
稠密 于 ЕСО, 1]) PF86938 8E Ec ВОК С М Е +. 
НИ Фра ЕРТЕ, 5 S。 在 整个 Ev([o, 1]) 上 
ЖОРА. ЖЕ НЕЕ и (2) € Ew([0, 1]) 般 数 

> GD, (12.3) 


i=1 


其 中 a, 由 等 式 (12.0 所 确定 ,在 СД ЖИТ aG), 
由 此 可 见 , 险 尔 画 数 pi)G 一 1, 2，…) ОЖТ Ev([0,1]) 
的 基 . 1 

BAAB: o, (二 „а-а, 2, ---) 确定 在 [0, mes G] 上 


ЗЕЕ. У BEw([0, mes G]) 的 基 . 从 这 个 事实 和 本 节 第 一 段 的 
讨论 我 们 可 以 导出 下 面 的 竺 花 

定理 12.1. 在 空间 Е, 内 存 存 基 。 

由 上 述 定 ЕВРЕЯ, 在 整个 空 于 Là 内 存在 基 , 假如 N-Ed #c 
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М(и) 满足 A:- 条 件 , 因 为 在 这 种 情况 下 Ем = Lš. 

里 哀 系 数 (12.1) 不 仅 对 ЕСО, 1]) 内 的 画 数 ,而 且 对 一 切 
РЯ и (х) € L%([0, 1]) 有 定义 。 对 使 得 级 数 (12.3) ЖИРА 
u(x) ЕТО, 1]) 来 说 ,我 们 可 以 定义 如 下 的 算 子 P; 


oo 


Pu(x) = У) ci9pi(z)， 


i=1 
显 见 算 子 P 是 Ем 上 的 射影 算 子 . 
今 证 集合 ГИ Ем 里 不 存在 使 得 般 数 (12.3) 在 ГА АЖ 
ВИЖ, 事实 上 ,假定 对 某 个 画 数 a(x) 级 数 (12.3) 收 伍 , 命 


g(x) = u(x) 一 > ciPi(x) , 


i=1 

НИНА g(x) 的 一 切 福 里 亡 系 数 (12.1) 等 于 适 。 由 定理 12.1, 每 一 
ЛЕ о (х) Е Es, 1]) 可 以 表 成 在 го, 1]) АОН 
的 形式 : 


， v(x) 一 ЮЭ аф). 
=1 
于 是 我 们 能 够 计算 夯 数 g(2) 的 范 数 : 由 (10.4) 


1 
[еї = зор | вода» 
PlvN)<1 0 
vEEN 


一 „р > а, [оран = 0, 
换 首 之 , g(x) = 0, 从 而 g(x) € Ex([0, 10). 
4. 再 论 关 于 可 分 性 的 条 ' 牛 .。 ”第 10 节 里 已 经 证 明了 空间 Ly 
不 可 分 ,假如 М-РН М(и) 不 满足 АЖ. 这 个 事实 也 可 以 通 
过 在 空间 Lx 内 具体 作出 彼此 的 距离 大 于 某 一 常数 且 具 有 连 黎 统 
的 势 的 西数 集 加 以 起 明 . 第 一 段 的 讨论 使 我 们 能 够 限制 在 空间 
ТСО, 11) 内 来 作 则 这 样 的 画 数 集 . 
В М-Н М (и) 不 满足 A 二 条 件 , 则 可 找到 正 数 列 
0 
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<... 


使 得 

М(2и„) > 2M(u,> (2 一 1,2，…)。 

在 [0, 1) 上 作 一 烈 互 不 相交 的 区 天 6，， Ежи, 
从 左 向 右 分 布 开 且 长 度 为 
CO 

mes ó, МСУ (а = 1,2, +), 

这 种 作法 是 可 能 的 ,因为 
У mes 8, < 1, 


s=1 
此 外 还 假定 1 是 UJ 6, 的 极限 点 , 


в=1 
定义 [0, 1] ЕН u (z): 
2и Ш хЄё, (в=1,2, ..-) 1, 
ee 0, z€ U 6 时 ， 


#=1 


则 画 数 n(x) 属于 15, 因为 2) € Lu: 


{ м «| = > | 


n=1 "in 


м[1 бе) ах = 


= У М(и,) тез 6, < co, 


в=1 


БОГ 0 < < < 1 ф.(х) 由 下 列 等 式 确定 : 


e= +19, 40<х<ан, 
i az = ay, 当 a 二 x 过 1 时 ， 
卓 所 有 画 数 均 属 于 Г. 


考虑 两 个 画 数 p. Ge) 和 qlx), 其 中 a 二 B. 
根据 作法 , 夯 数 pa(x*) 在 区 间 [0, о] Е. 
[Фв(х)| = фв(х) < 4 (0<х<а), 
则 可 指出 这 样 的 正 数 < a 使 得 


|| pas, < >, (12.4) 


= 


Жн к(а) 是 区 间 [a — 7, а] 的 特征 画 数 ， 事实 上 , НЕ 
的 范 数 公 式 (9.11) 
1 


вк, < 41, = АМ (s) <+ 


对 充分 小 的 7 ЗГ, 

以 下 合计 画 数 pe(*)k;(z) 的 范 数 . 显然 ， 此 范 数 等 于 丙 数 
(к), (а) 的 范 数 , 其 中 名 (x) 是 区 间 [1 — 7,1] 的 特征 画 数 ， 引 
入 集合 

в=и-ь 11 (U s) о=1,2, 0), 
. iz 
双 将 这 些 集合 的 特征 画 数 刀 为 k. (Cn = 1.2... .). ДЕЛ 
ФЕ, ЕН и(х) 有 界 , 于 是 夯 数 ww(*) = р[и(х)к,(х) (в = 1, 
2,.…) 同样 也 有 界 , 当 然 更 属于 类 工 x。 由 (2.7) 


人 иди, дк = j M[a(x)]dz + [мо,ба 
0 А о 
ай 
lim f N[x,(z)]4x > 1, (12.5) 
事实 上 ,假如 不 然 , 我 们 不 妨 设 对 一 切 # = 1, 2, 66 不 等 式 
í Ми, ах < 1 
Г, ВНЖ и (2) 6,00) 属于 Гм, 因为 
(омос, бае ТА {| M[z(z)]ax + 
5 я=12-0) Е, 
1 
+ J: ми) зан = ,sup [м (z=)e,G)dx < 
< sup «доба = lal, < o, 
于 是 发 生 了 矛盾 ,因为 
мос а = [мс = [мс ах = 


== > а — sup M[x (z) ] = оо, 
521 1 х%=1-7 
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由 (12.5) 可 找到 这 样 的 z 使 得 
f Nt, e) = p>1. 
再 由 (1.17) | 
人 [人 jw <!. 
由 此 可 见 ,对 Паб 有 信和 计 式 : 
бы = , sep. | «С 6) (е) 2 


之 чес 09 ax = 


1 1 
Е У, м Габ) ]dx + fst.) > 1, (12.6 
从 上 述 不 等 式 和 (12.4) 可 推出 
ПФ. — Фи|м > Фк, 一 1pekollx = 


= ыы — фк > 1 — r: = +, 


这 表明 画 数 a(x)(0 < a < 1) 彼此 间 的 距离 大 于 +. 


$13. 不 同 入 - 画 数 定义 的 空间 

1. 空间 的 比较 ， 一 般 说 来 , 不 同 N- 丽 数 确定 不 同 的 奥 尔 里 
Фр. 例如 由 N- 男 数 M(4) 一 ы 确定 的 空间 L" 对 不 同 
a > 1 是 不 同 的 ， 

#131. ВМФ 和 Mow) 是 两 个 ми, 

І, с, 
нр разна 
Ми) < Мы), 
пре, t> o tui 
ма S Мы) G > а), (13.4) 
证 ， 假定 条 件 (13.1) 不 满足 драге 26 аралас 
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чап 一 1，2，…) 使 得 


Ми) > MIQ") (в = 1,2, 5). (13.2) 
由 (1.17) 
Mi(nun) < М; (2”пи„) 
пи, 2°пи, 
因而 


M. (2"n,) 2 2"М (пи). 
Е ВЖЕ 3.2) ,得 到 
ре Ми) > 2”М, Спи»), (13.3) 
ВС, G>, : * ° 是 集合 G 的 互 不 相交 的 子 集 , 且 满足 


са Mi(u)mes G - а 
тез С» М (ии. (п=1,2, ). 
这 样 的 集合 可 以 作出 ,因为 


У mes С, < тез С. 


я= 1 
ЛЕ ГАЛА РН w(x) : 
пи, Ш хЄС,(п = 1,2, D, 


“=, s€ (јс, 


ВАО ц, 因为 
| М[() 1х = > j Mi [xz(x) ]dz = 5 Mi(nun)mes G, = 
° п=1 Gn n=1 


= Mi(u)mes G > 二 < ©. 


n=1 
但 该 画 数 不 属于 空间 Lš, Я-А > 1 Е u а(х) 不 
属于 Lm， 事实 上 , 设 mw 是 大 于 4 的 整数 , 则 由 (13.3) 


| м2] => м("«) mes G, > У) Ми) тез С, > 
n=1 в=т 


> > 2"М!(пи„)тез G, = co, 
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于 是 条 件 (13.1) 的 必要 性 获 臣 。 今 起 此 条 件 的 充分 性 ， 
俩 条 件 (13.1) 满 足 。 又 屋 夯 数 u(x) 属于 空间 ГА ЯН 7 
3E— x > 0 ËËË pu (a) € Lu, П 


j. МИ ви (z) ]ах < оо, 


до тава [11 < №], asia.) 


Б е Е 


< M,G) mes G, + j watas) Jaz < eo, 


这 表明 夯 数 Е а(х) Є Lues 因而 推出 w(x) Є LË,. 
定理 证 些 . 
我 们 记得 М-р М.и) 和 М (и) 称 为 等 价 的 (Mi(w)~M(n))， 
ЧЕ И М, (и) < M2Cw) А. Ми) < Mi(e)， 邹 存在 正常 数 Ки, h. 和 
ш 使 得 
M. 14и) < < Ми) < М(Аи) G > ш). (13.4) 
从 定理 13.1 直接 可 推出 
#8132. ”空间 Lš, 和 Lš, 由 相同 的 丽 数 组 成 ， 当 且 仅 当 
画 数 Mi(x) 和 мк) 等 价 , 
这 个 定 理 是 引入 м 而 数 等 价 性 概念 的 基础 . 
2. 范 数 的 不 等 式 . 
定理 13.3。 如 果 Lš, C Li, 那 末 存 在 常数 g > 0 使 得 
а, < < gal - (а(х) € Іх). (13. 5) 
ЗЕ. 由 于 定理 13.1 #1 3.1, LS, C LX, ФЕН АЯП zo t 


# 


得 
м(. 9) <N) (>>). 
此 时 对 一 切 v 
N (5) <N. (=) + №60). (13.6) 


令 设 v(x) € Ls, B обо; №) < 1, 则 由 (13.6) 
(= м) 一 Í x. =] а: < 


<N. (=) mes G + |10924 < 


<s (msc іа, 


1 а = ak, 则 由 上 述 不 等 式 和 (1.17) 
p 


(z: м) = 9] dx < 1 {м |=] ¿z <: 


于 是 关系 式 (13.5) 从 下 烈 不 等 式 序 可 推出 : 


jaa; вар | „Соба: | = 
х Pei №з)<1 16 


(. 
209) dx 
q 


< 


О 
<4 sup ооа 一 glzllw， 


р(ш; №)<1 
定理 证 毕 . 
不 难看 出 ,不 等 式 (13.5) 满 足 并 且 可 取 g = 1: 
lally, < Па, Сие) € L), 
假如 对 一 切 z 有 不 等 式 
Ми) < M (z). 


从 定理 13.3 特别 可 推出 ,由 等 价 的 N- 画 数 Mi(x) 和 M:(z) 


所 生成 的 范 数 也 等 价 : 


а, < 11, < аз им. (13.7) 
因此 在 首 多 问题 的 解决 中 为 了 更 方便 起 见 , 我 们 可 从 等 价 的 N- 画 


数 类 中 选择 出 适当 的 NC c, 


В М.(и) = M(an)(a > 0). 显然 Ma(w) ~ М(и) 并 且 有 等 


式 


llalla, = alls llu, 


хи, яяв м0) = N 2), Ат 
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(13.8) 


[lalu т „азар ебу] = 


{Ма <! 


= sup | и(х)ь(х)ах | = 
e №) <: 2 


= а 


v(x) 5 
有 осо 00 | = авы, 
3. 按 范 数 收敛 的 一 种 判别 法 ， 我 们 称 N- 画 数 M.G) Е 
JE ROF N-B4 МС) ,假如 对 任何 > 0 
Ми 
іе 0 х = 0, (13.9) 
ВИРАЖ | |° ОЯ eka wu1s, 假如 a > B， 同 样 容易 
看 出 ,两 个 N- 画 数 M(x) 和 Q (u) НОВА М, (и) = М[0(и)] 
5 增加 速度 贡 快 于 N- 画 数 М (в), 
不 难看 出 , МС) 增加 速度 芙 快 于 M(z) 的 充 要 条 件 为 对 每 
一 个 se 二 0 
М(и) < Mi(eu) 
对 自 变 是 较 大 的 值 成 立 . 
引 理 13.1. 车 Mi(w) 增加 速度 其 快 于 М(м), JU NC © 增加 
类 于 Nie), 其 中 NGO) 和 NiCv) 为 相应 于 画 数 MG) 和 
Bi, 


ж А 
M.G) 的 余 


и. 发 给 定 充分 小 的 s > 0 和 任意 的 上。 由 于 (13.9) 对 较 大 . 


的 上“ 有 站 等 式 


u (E) < (2). 
于 是 根据 定理 2.1 和 (2.5), 余 画 数 对 较 大 的 ”有 不 等 式 
Ni(ae) < N(sv), 


因而 由 (1.17) 
š: Vi(uz) < sVCz)。 
换言之 
Em Aa) = 0, (13.10) 
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sima = 

З маи) ЕВА М GO), 那 未 有 包含 关系 : 

1%, С Ev. (13.11) 

因为 Ем 是 类 Гм 的 极 大 线性 子 集 , 而 Г, 是 类 Lu, 的 线性 扩 
张 , 所 以 只 希 证 对 任何 HE, АЖ jz(x) 恒 属 于 Lu, Ill u (a) 
Єл. 而 这 一 点 又 可 从 下 列 事实 推出 , 即 由 (13.9) 可 知 对 较 大 的 
и" МО и) < M.G). 

引 理 13.2。 пе м-в M.G.) НЕВЫ: м-в Мо, 
аел ровон, 

证 。 АМ e > 0， 命 = 22, 由 于 (13.10) 和 


Я-А НВС, 90 H), В N [ze (z) 1, 其 中 plv; N)<1, 有 
等 度 的 艳 对 连 积 积分 , 即 可 选 电 6 > 0 使 对 满足 条 件 plv; N)<1 
的 一 切 责 数 v(x) ELy 有 


[вос < Š, 
Ф 2 
只 要 mes # < 0(@ С G). 


(х) Є9, 而 v(x) € Lv, p(e; N) 过 1， 则 由 杨 格 不 等 式 
可 推出 当 mes @ 二 6 时 


| [одах < j. M. Ба + [м6 Лах < 


i «| 8 
< H Е. 
РТТ 0) š (z) € 9t 
Зе «м = ОР Coa 


НЯ тез < 0(@ C G). 
引 理 证 些 . 
НБА. врт | | 
858123. моо < GO, За НОН 
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<s 


数 集 有 等 度 的 元 对 连续 范 数 , 则 М-Н М.(о) Ens E Xe tk Р 
мс); 
ЗЕ. 假定 Mi(z) 增加 速度 不 是 芙 快 于 MCw), 则 由 引 理 13.1, 
Üd M(z) 的 余 М-РАЖ М (о) 的 增加 速度 不 是 黄 快 于 Mi(z) 的 余 
。N- 男 数 Ni(z)。 换言之 ,可 找到 eo > 0 和 数列 wm 一 co 使 得 
Ni(zn) > N(e0wn) (п = 1, 2，…). 
从 这 些 不 等 式 可 推 知 ,对 数列 ws = Ni(vs) 而 首 不 等 式 
М (и) > eNi (ш,) (n=1,2,..°) (13.12) 
Г. 


以 Gu =1,2, -: *) 表示 G 内 满足 条 件 : mes G, = 
55. в 


1 的 


t, 4 
le) точи eG, 


0, 314 x € G,, hF. 
显然 мы = 1。 因为 mes С, = 0, 划 由 引 理 的 条 件 必 有 关 
x 
lim [мэм = 0. 
”这 和 由 (13.12) 所 推出 的 不 等 式 
lal 一 ee каз Go = 0) 


Ми) ° Мо) 
жж. 
引 理 证 毕 。 
定理 13.4. 0 N- 画 数 Mi(w) Waska 快 于 NN- 画 数 MC)， 
АВ паб > 1, 2, Вр 
lim |, МИ и» (х) 4х = 0, (13.13) 


划 该 夯 数 列 按 空 间 1.5 的 范 数 收 伍 于 零 ; 


lim е1, = 0. 
n> 


ЗЕ. 从 条 件 (13.13) 可 推 知 范 数 иы, Са = 1, 2。…) 一 至 
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> so 


有 界 ， 因 而 由 引 理 13.2 页 数列 mw(z) (n = 1, 2,.….) # Lš АЖ 
SEX E. 又 因为 由 同一 条 件 (13.13) 可 知 该 画 数 列 
依 测度 收敛 于 雳 ,于 是 由 引 理 11.2, 宅 按 ГЕ ЛЕВОЕ, 
人 
奥 尔 里 奇 空间 内 画 数 的 乘积 ШС) ЕТ, w(x) € L$, 
а 乘积 «Ск) о (z) 甚至 可 能 不 是 可 求 和 的 画 数 。 不 过 当 
М-Н М, (+) 和 @(z) 按 基 种 确定 的 方式 相互 联系 着 时 ， 则 可 证 
明 乘 积 a(x)w(x) 不 仅 可 求 和 而 且 属于 其 个 奥 尔 里 奇 空间 4,6 
中 Ми) 是 由 画 数 Mi(z) 和 8@(zx) 确定 的 。 本 段 将 研究 与 这 些 相 
联系 的 一 系列 问题 . 
作为 第 一 个 例子 ,我 们 来 考 起 Lk. = La, L$ = Г МР. 
Я ТИ а(х) © Г 和 e G) € L= 09383 x(z)w(x) 是 可 求 
和 画 数 ,显然 必须 庙 足 不 等 式 


т, 
Qi а 


在 这 种 情况 下 w(x)w(x) ЖЕ 7,1 y < 
1 
这 些 明显 事实 的 验证 , 则 留 答 读者 . 
现在 转 到 一 般 的 情形 . 
ЗЕЕ Б са ао, 是 其- 一 画 数 ， < r. €J Е в — 9 


而 


а 


азаар. 
lluwlls < Rllwlle, 
WF. 公式 
Л Аш (х) = и (х) (х) (w(x) Е 14) 
ВНЕ Y p З] E РАНЕ Ч. ЗЕРЕН, 38 
ЗЕЕ, В Пао, 一 оо 0 ËF B. ио 一 vs 9 0. НЕ ил, (х) 
7 ЕВЕР ал (х), Eu Е а (о) о (х) ВЕ ВЕ $k 3 


1) ФИТАН А 称 为 封闭 的 ,假如 从 Liza — мо > 0 10А, — ПЕОМ 
推出 v = Ако, s 
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и(х)ил(х); 另 一 方面 图 数 a(x)w,(x) 使 测度 收 化 于 v(x)。 因而 
可 推出 v(*) = и(х) шо (х) ЛР, 因为 封闭 算 子 A 定义 
在 整个 巴 拿 哈 空间 L$ 上 ,所 以 它 是 连 征 的 ?, 

引 理 证 毕 

引 理 13.5. Е . €E Ea a «006 Е 7, ас 


жав. a a нв БА Гар 
; РЧ РАГА (13.14) 

证 。 ”如 同 前 一 引 理 的 证 明 ， 我 们 考虑 由 丽 数 и (х) € Lk , 

П, < 1 所 确定 的 线性 算 子 
A. (z) = и(х)ш(х) (wx) 61$). 

这 些 算 子 在 每 一 个 确定 的 元 素 o (z) € Z 上 的 值 是 有 界 的 ， 因 为 
由 引 理 13.4, 映 L, 到 巨 内 的 线性 算 子 Ви(х) = n(x)w(x) 有 界 。 

根据 熟知 的 共鸣 定理 (例如 参看 [3] 68 页 )， 算 子 А, 的 范 数 
Н. ШПАЛ < А, ДОХА РЯ С u (a) Є, (х) € L$ 
18 


lla = [А < 


luwlls = l 中 | У 


ма 
< А111 
ДЕ 
从 上 述 引 理 特别 可 推出 下 询 精 花 : 如 果 乘 积 u(x)vCx)w(*) 对 
任意 三 个 图 数 x《*) Є, (5) € Lš, (к) € LŠ, Won, 则 有 
不 等 式 
[оида «бо, 
А АЕРА АЕН: 
| (а) (к) (dz < 


1) 每 一 个 定义 在 完全 距离 上 间 上 的 封 叶 可 加 齐 隶 算 子 是 连 深 的 《例如 见 [59147 
zo. | 
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«(ә м), ооа)" (|ә а) 


Же +1 < 1, 
о 223 о 


此 和 结 葵 对 任何 有 限 多 个 因子 的 情形 也 正确 . 

ЖЕ ВН , ЕА а(х) (х) ХЕЛЕНА а(х) Е Г, их) Е 13 
可 求 和 仅 当 Ч (и) < М,(и) 或 者 是 М,(и) < Ф(и). 在 这 里 ,与 
通常 的 情形 一 样 以 (u), Ni(w) 表示 Ф(и), Mi(n) 的 余 М-Н. 
注意 ， 我 们 不 可 能 选 出 这 样 的 奥 尔 里 奇 空间 使 得 所有 的 乘积 
а(х) (х) 都 属于 该 空间 , 假如 Ф(и) = Wi(z)。 这 可 从 下 烈 定理 
ЖН. 

定理 13.5。 EZ w(x)w(x) 对 任意 的 一 对 医 数 x(x) € гй, 
ш(х) € 1% ИАТА 奇 空间 Гл, RI N- 画 数 М. (и) 的 增 
加 速度 : ЖТ Фи), ТУЯ ФС) ЕЕК NG). 

证 . 由 于 引 理 13. 3, 只 须 证 每 一 个 Гм, 内 有 界 的 函数 集 在 空 
HJ L; 中 有 等 度 的 和 对 连 秆 范 数 。 

融 了 是 空间 Ly, 内 个 径 为 7+ 的 球 ， 由 引 理 13.5 

uwlly, <2rk Сиб) ЕТ. р(ш; Ф) <1). 
此 时 由 无 来 - 布 双 定理 可 推出 沙 数 x(x)w(x) 有 等 度 的 移 对 连 禹 积 
分 , 即 对 每 一 个 。 > 0 相应 的 有 3 > 0,48 [ид дан е 
对 所 有 测度 小 于 6 的 Gi C G 都 成 立 。 最 后 的 不 等 式 表 上 明 从 
mes G, < 6 可 推 得 
14 Са)кСх; С.) е = „аара |да | <е, 
定理 证 毕 。 

#136. 者 对 每 -对 夯 数 w(c) € Lt, «(0 € L$ 乘积 
(а) о С) АМН 1, А] N- 画 数 Mi(w) 100и) 
ВЕНЕ N BD MG). 

Ш. 和 辟 如 对 画 数 Mi(x) ЖЕН ЕН. 设 G1 C G, 
而 k(x; С.) 是 集合 G, 的 特征 画 数 .。 因为 k(x; Сі) € 1$, 所 以 
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и(х)к(х; С) € Г, #E B EHB|BË 13.5 
ае) кСа 5 Са) 1, < АП Ко, 
ПУРО u (a) Є LX, 的 范 数 有 界 : им, < a, 则 由 前 一 不 等 
式 和 公式 (9.11) 


Пи Са)кСх; G )llu, < ak mes nl )， 


因而 推出 


Hm ек, = 0, 
mes Gi+0 


ВОВ w (z) ЖЕ Lš, 中 有 等 度 的 存 对 连续 范 数 。 
定理 证 华 ， . 
5. 充分 条 件 . “现在 给 出 两 个 西数 u (x) € L$, w(x) € L$ М 
乘积 恢 属 于 某 个 奥 尔 里 奇人 空间 Lk, 的 一 些 充分 条 件 ， 
и Оа) 000), 
(и) < M;'[M Саш)] (13.15) - 
和 
QG) < Mi[OCBx)]， (13.16) 
Зора, 是 基 一 常数 ， 则 对 每 对 丽 数 ws) € Lt, оС) 614, 
乘积 w(x)w(x) 此 属于 ГА, 
WE. 由 (13.15) 和 (13.16) 可 知 对 自 变 量 的 一 切 值 潇 足 不 等 式 


MI RG) ] < M;[ RGa)] + MiCan), (13.17) 
M.,[0G)] < MAQC)) + (Ви). (13.18) 
В о) € Ls,, RI) 
[wo a = 


= а) { а(х) их) v(x)dx, 


сы, ВП 
对 后 一 积分 利用 其 次 杨 格 不 等 式 得 到 
|А „(дн (00002 < 
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< авы, м, [в «9, ы 


Ла 


+ J: м, [о (z. J + 2[ w), 


再 由 于 (13.17) 和 (13.18) 
соо оо оа | < авіа {ML RG) mes G + 


+ М QG) ] тез G + j. M. о ах + 


Шам, 


+ | |. |= £ {м6} < оо, 


ВД 
由 此 可 见 (e) © Lk, ЕВ. 
Маа, = ss. [сибе да» | < вый, (1349) 
(0: Ма) <! 1/6 


其 中 
k 一 apB(4 + {МИ В] + М0Са) 1) ез б). 
AE BDE E, 
ИУДЕЕВ A st Н а, ED 24 45 Ph 


= + = < 上 满足 时 乘积 x(z)w(*) 属于 一 切 17, 其 中 1 < y < 


ее: 55 мб) = |а, 9G)= ul, Mita) 
= ||”, 则 入 -图 数 RG) = мм = Е О) = 
= МұЧФ(и)] = ja Z 是 互 余 的 ,因为 6 21 


今后 我 们 有 兴趣 的 情况 是 N—-Pd Ek MG) ‘вл Ai 条件 ， 而 
M:(z) = NGO. 容易 看 出 ,在 这 种 情况 下 定理 13.7 的 辕 论 成 立 ， 
假如 对 z 较 大 的 值 有 不 等 式 

N [N,G.] < Ф(Ви). (13.20) 

事实 上 ,由 定理 6.3 对 z 较 大 的 值 有 


А N [M.,(z.2)] < M (kz), 
Ми) < Мм], 
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bd dd 


= нА = RG), №(и) = Оби), 旭 定 理 13.7 的 条 件 满足 . 
容易 看 出 ， 当 М-РАЖ Mi(z) 满足 全- 条件， 而 М- 3k 
Az- 条 件 , 则 定理 13.7 的 畏 论 成 立 , 假如 对 自 变 量 较 大 
的 值 有 不 等 式 
Мм: )] < Ф(Ви). (13.21) 
为 证 此 ,只 须 合 R(x) = МКи), О(и) = N,(u) 并 且 注 意 满 足 АЕ 
条 件 的 N- 画 数 的 增加 速度 慢 于 某 个 需 画 数 . 
如 果 МВ МС) 满足 人 ~ 条件, 则 可 再 葵 出 下 列 的 充分 条 
件 。 
定理 13.8. и N- 画 数 Ми) 满足 А-Я, 5.4024 и 2и 
на 
К(аи) < MI[Mz Cr) ]， (13.22) 
О(Ви) < ФМ (м), (13.23) 
其 中 RG) 和 0(и) 是 互 余 的 N- 画 数 ,a, В 为 常数 ， 则 对 每 一 对 画 
Жи (+) € 14, ш (х) є 1$, 乘积 (8) (s) 此 届 于 Lx. 
ЗЕ. 由 (13.22) 和 (13. 23) 可 知 ， 对 zx 的 一 切 值 满足 不 等 式 
К[оМ,(и)1< В (ви) + Mi(z)， (13.24) 
О[ВМ.(м)] < OCB) + Bu). (13.25) 
因 N- 函 数 M(x) 满足 人 A 条件, 故 存在 常数 a, ар, b. 和 € 
使 对 一 切 z, w 
Muw) «а +аМ (и) Мо) + СМ(и)М.(ш). (13.26) 
Ë ¿(z Єл, Bil 


J Ge a = о | “G. 3000 дааа, 
° c lll, lele 
对 后 一 积分 利用 杨 烙 不 等 式 得 到 

ООО < 


«м. С СӘ, әсә). 


llally, llwlle 


由 (13.26) 


6117, 


人 


TO wiku т 
ктын КЕ 


Í. M. [2 и < < ze 6 + al, м, Гах | + 


w(x) u(x) ro (x) 
+ вм, | ов + c | м mi ЕД6 
又 从 不 等 式 (13.22) 和 (13.23) 可 推 知 对 一 切 “有 
MG) < a + L Mi(z) 


和 I 
M.G) < В. + 590, 
其 中 m, В 是 某 一 常数 .因此 


| м, Ë u(x) 09 | ae < =< a mes G + оа mes G + 
а jl Перо 


+ 2|, m| Tal | 十 BbmesG 十 
ан | [sa |] 
< (2а + оа + Bibi) mes G + 2 + Е + 
+0 м Је. 
由 杨 格 不 等 式 以 及 不 等 式 (13.24) 和 (13.25) 
р е 
< 证 由 (ou 0. Е š; 
ов} < 
«и 2) + Q(B;o)] тез G + 
| M. | 12е + | |z) < < 


<Ë + [Е (ош) + Q(B:o)]mes С). 


À 


+ 
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竺 合 所 得 到 的 所 有 估计 式 便 知 对 一 切 o (z) € L., 


[wo Ca < оо 
яа 
lasla = зыр, (сибе да «0 lele, (13.27) 
«1 с 


(03 Ха) 
其 中 
k= n + + |: + аа + ВЫ + Кб) + 


С а b, 
+ ЗВ Ова) |mes с + = + 外 
НЕЕ, 


814. 线性 泛 西 


1. Ly ЕЯ. 设 M(u) 和 N(v) ЕН У- ЖК. 
38 о (к) 是 L$ 内 的 某 个 确定 的 画 数 ,， 则 从 荷 尔 德 不 等 式 (9.16) 
可 推出 

100) = и, = Í. иода Си) ELE) (14.1) 
ЕЛЕЕМ 区 БОННЕ. | 
我 们 有 不 等 式 
І < 121 < 21141, (14.2) 
其 中 И 82:28 (и) 的 范 数 : 
III) = БТ 1С) |. 


〈14.2) 的 左边 不 等 式 从 荷 尔 德 不 等 式 可 推出 : 
Са) = (Са, о) < 111. 
又 (14.2) 的 右边 不 等 式 从 (9.12) 可 推出 : 
15 = Ра 10, о) < Р 1С, 2)| = 21111. 


аав) 一 т 此 时 不 等 式 (14.2) 可 以 改写 成 如 下 


的 形式 = 
1550) < 2, 
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ВЕЛЭ: (Д. В. Салехов) ЕВЕ АЯ Аи) ,下 
面 介绍 它 的 最 简单 的 性 质 ， 


作为 例子 我 们 来 计算 而 数 《Co) 对 由 Ма) 一 此 
(a > 1) 所 定义 的 奥 尔 里 奇 空间 , 即 空间 L= КИЙ, 
我 们 记得 对 每 一 个 轿 数 «(x) € Lu 
г lalu = aa [мо м}, 


. 其 中 工 十 工 一 1。 所 以 
а В 


| 


И = sup оосо 


lally< | Е 
= sup || «(ola = 
+} 1056 2 
«В Í моон) < 
11 
т зир виа» == Ле» 
apa | міх ! a p 
G 


于 是 
1 1 
kG) = а*В? (v(x) € L). 
винта? (1+ 1 = 1 нивоа G, 2) 中 的 
任意 值 
设 M(x) 和 N(v) 是 任意 的 互 余 N- 画 数 , 又 设 G1 是 G 的 某 个 
子 集 . @ oG) = NT (-Т к; 60, 其 中 xx; G) 是 集合 
mes Cl 
G, 的 特征 画 数 , 我 们 来 证 明 


kG) = mes G, > ( 2 )x( ). (14.3) 


mes Сі, mes Gy 
从 特征 丽 数 的 范 数 公式 可 推出 |1211 等 于 公式 (14.37 92538, 
所 以 只 须 证明 画 数 ç (х) 所 定义 的 线性 泛 画 (14.1) 的 范 数 等 于 1, 
因 plv; N) =1,% 
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МИ = sup |, о)| < sup { sup |(z, „= 
пау А 


Ты ‘plwiN)el 
5—58 
2 hp TO yl r(x: GD Y= 
| > (2 в") + 
FB l| = 1, 于 是 公式 (14.3) 获 证 . 
由 此 可 见 , 画 数 (v) 的 值 域 至 少 包含 夯 数 


= МКМ 1 
f) = +. (<<) 


的 值 域 ， 
МЕ ЯМЕЗ-НЕВЯ У fCy) = const 仅 当 М(и) = kl|a|°(a > 1), 
这 个 结果 表明 画 数 k( o) 仅 在 空间 L° 的 情况 下 才能 是 常数 ， 
现在 对 最 简单 的 情形 , 当 
йу) 22 (х = mes =) 


ЭКЕНИ Еде, 
首先 注意 ,从 等 式 万 Y) == c 可 推出 N- 画 数 MG) 和 N(xw) 的 
有 导数 plu) 和 q(x) 的 连续 性 ， 事 实 上 ,从 等 式 


MPN = еу (<<) 
mesG . 


可 推出 
Му) Му) 
g[N™(7Y)]  p[M 1CG7)2] 
因为 g(x) 和 p(x) £E2A3E88R284IIE6SEK РЕ, 故 从 上 式 可 推 知 g(x) 
”和 pLx) ЧИ. 
m 11) = 2, Вр Мү) N (y) = 2Y。， 由 杨 格 不 等 式 恒 


有 
МСМК) < 2y. 

因此 在 杨 格 不 等 式 中 达到 了 等 号 ， 又 由 р(и) 和 q(u) 的 连续 性 

可 知 , 等 号 税 达 到 必须 М-Ку) = q[N(y)] 或 者 是 N C) = 

=p[M (721, у 
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利用 最 后 的 等 式 和 关系 式 MY)NT(CY) = 2Y 便 知 ,对 一 切 


Te 


* =4 
Муму) ° 


имо) = w, RI иж = М ( 1 JJ 


mes G. 
pO — 2 
М(“) и’ 


Аш | |и| 积分 前 一 等 式 得 到 


MG) = М) и (>), 
“о 


JÁ (14.2) 立 郎 推出 空间 гў 可 看 成 是 Гм ВА 2 ЕВЕ 
子 集 并 且 空间 25 的 范 数 与 作为 泛 画 空间 的 子 集 所 诱导 出 的 范 数 
等 价 。 因为 空间 Lš 按 奥 尔 里 奇 范 数 完备 , BT AE fE Bi ZE B Ë 
构成 于 子 空间 。 НОЯ, Г 与 Lš БЕК, 因 
为 有 如 下 的 定理 ， 

定理 141。 Вим 不 满足 条件, 则 C14.1) 不 是 
рН ДБ. 

证 ， EZ Ew JES 世 % 中 的 闭 包 所 构成 的 线性 
子 空间 , 则 由 (10.1) 可 知 Ew 是 ГЕНОВ оС € LIS Eu, 
今 定义 L 上 的 线性 省 画 IGO. ® Ки) = 工 并 且 IG) = 0 4 
G) € Bu 时 ， 然 后 根据 汉 思 - 巴 拿 哈 定理 保持 范 数 地 扩张 到 整个 
Lk. 

假定 此 泛 画 Со) 可 以 玫 成 

IG) = ja деда (aG) € LI) 


的 形式 ,其 中 v(x) 是 某 一 图 数 . 
ЧЕН НВС 
v(x)， 当 |v《x)| а (в=1,2, :..), 
9—40, 84 [(=)| >s (а= 1,2, 5), 


+122. 


根据 泛 男 1(z) 的 作法 
[90000000 = 


因而 推出 画 数 о (к) 几乎 处 处 等 于 雳 ,此 时 1) =0, 这 和 (mw) 二 1 
ЖАЖА. 
定理 证 毕 
2. E, 上 线性 泛 函 的 一 般 表达 式 . 
定理 14.2. 公式 (14.1), 其 中 v(x) € 1, НУ Ew 上 线性 
Е, 
在. 我 们 利用 通常 对 类 似 定理 的 计 论 方法 来 进行 本 定理 的 
BEBH, 
1) 是 定义 在 Eu ЕП, ВИНЕ АКА G 的 一 
切 可 测 子 集 @ Е ЕЖЕ F(Z): 
F(G) 一 上 [kziiG)]， 
其 中 k(x; @) 是 集合 @ МЕН, 
可 加 夯 数 F (2°) 是 稻 对 速 策 的 ,因为 由 (9-11) 


С) = lllxGs; < в (1), 
тез @ 
从 而 


„дт |F(Z)| = 0, 
к-а у ГЕ Ж ЕС) 可 以 表 成 下 列 的 形式 : 
Е(@) = j. v(x) ах, (14.4) 


其 中 v(x) 是 G 上 可 求 和 的 画 数 ， 
从 (14.4) 可 推出 对 每 一 个 有 限 值 的 可 测 画 数 x(*) 有 等 式 
о = {асо lar. (145) 
В оС) 是 Lu PR60946 884 , RIJHJ ЗЕ HUR BR (8 АСЕ 22] и, (а) 
G=1,2, 55) 几乎 处处 收 敏 于 a(x) 并 且 |а) |< |u(2)| 几乎 
处 处 成 立 。 从 而 画 数列 [а (а) о) | 几乎 处 处 收 化 于 |a Са) (z) | 
ЕВ 1, < jsllw。 再 由 法 都 定理 和 (14.57 
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| u(x)v(x)dx 
G 


< sup (f. „(хо (z) [4х } = 


= sup | и» (е) [sign v(x))| < 
< 121 ар 1 < ПА < оо, 


fB (х) Е Г. 

JA LG) 表示 定义 在 ГВ Е: 

100) = [оодан 

rH (14.5) ВЕТ (и) 和 Са) 在 稠密 于 Ем РАА ИСЕН 
数 的 集合 上 取得 相同 的 值 。 Ба, 它们 在 整个 Ex 上 取得 相同 
的 值 , 即 公 式 (14.5) 对 一 切 画 数 z (z) € Ew 成 立 。 

又 易 兄 不 同 的 丽 数 v(x) € Ls 产生 Ем ЕЖИКИ, 

定理 证 毕 . 

泛 丙 (14.1) 仅 考虑 在 Eu 上 的 范 数 , 珀 时 全 为 上 小， 对 每 一 个 
s 二 0 可 找到 函数 G) € Г, Па = 1 使 得 

«Соле 2 Ш е, 

命 


ин) -人 Ñ ми s: 人 
显然 lalu < м ЭВ. wo(x) € Ем. 从 积分 的 起 对 连 炽 性 可 扒 
知 , 当 # 充分 大 时 
j: 了 97 —& 
于 是 
ПИ 2 По ИМИ 22 [ооа > Ш - 25. 


从 所 得 到 的 不 等 式 和 明显 的 关系 式 ПА <l ВОЕН Иа = И, 
Ёр 
ПД, = sup [1(м)|, (1+6) 
1м 
РЕ 


+ 124, 


.re 


上 面 所 得 到 的 等 式 使 我 们 可 以 利用 同一 个 符号 1 镍 来 表示 泛 
丽 (14.1) 考 卡 在 整个 党 上 ,以 及 仅 考 虑 在 E, 上 的 情形 . 

若 N- 画 数 M(x) 满足 A fE, ДГ Ем 与 Lš = Lu 重合， 此 
РАЗА ГЕ РНЕ ЗЕ, 

3. ,~ 强 收 生性 ， ЗАРИ GO € L$Cn = 1,2,5) 
Er- 弱 收 化 ,假如 对 每 一 个 男 数 s(x) Є к ВО 

Ка) 一 | doa Cn = 1.2...) 

收 化 .上 面 引 入 的 定义 与 通常 的 不 同 ,因为 一 般 褒 来 而 数 w(*)6 E, 
并 不 能 确定 гй ЕВЕ. 这 个 定义 与 通常 的 一 致 ， 假 
如 N- 丽 数 M(x) 和 МС») 都 满足 A 条 件 . 

如 果 在 空间 Ew 内 考虑 弱 收 敏 性 , 则 这 里 引入 的 定义 与 通常 
的 一 致 ,假如 М-Н N(v) 满足 АНИ. 

在 一 般 情况 下 众 间 L 办 的 这 种 弱 收 化 性 一 一 Ex 一 能 收 伍 性 ， 
可 看 成 是 E, ОТЕ ВН 250 ОЗС. 事实 上 ,我 们 已 经 起 明 
了 该 泛 夯 空间 的 元 素 和 Lš, 的 元 素 之 间 存 在 着 线性 的 一 一 对 应 ， 
并 且 相应 元 素 的 范 数 等 价 , 于 是 每 一 个 Z 内 BE- 弱 收 化 的 元 素 
刘 对 应 Ех 上 弱 收 敛 的 线性 泛 丽 列 。 

因此 从 一 些 普通 的 定理 ( 壁 如 参看 [35]193 一 196 页 ) 就 可 以 推 
出 如 下 的 和 结 花 。 

#8143. ЖЕ ,G) € Lk Ga = 1,2, 5-5) Ем 
ЯСНЫ [мм (т 一 1, 2，…) 一 致 有 界 . 

定理 144. 每 并 Lš 在 下 列 意 义 下 ЕЕ, Вр 
对 每 一 个 ВИ р а) € LE Cn = 1, 2, НА 
选 出 唯一 的 丽 数 w(>) € Lš 849 


af. tn(z)z(xz)dx = a (v(x) € Ea). 
Те го,а, SMB азан 
вы Ао, 


注意 空间 Ew 在 ГИ ЧА В 36 4-2 B Ім, ГА, 
下 烈 事 实 推 出 , 朗 对 每 一 个 画 数 и Са) € ГНО 


“125。 


о, | <s, 
Е, Вы 
Е, ВЕ zz) ,而 这 又 是 因为 


in 人 Га) — и, (х) 19 (х)4х = 0 


对 一 切 e (z) € Ех (项 至 对 一 切 v(x) € 1) 成 立 。 

我 们 已 释 证 明 ( 见 87 页 ) ВН и (х) 的 范 数 也 收 和 化 于 alla, 
由 此 可 见 , 函 数列 xs(x*) 几乎 处 处 收 伍 于 e (z), E — BB fk (х) 
ЕВ. 1,1, э Пл. 不 过 一 般 说 来 us(x) 井 不 按 范 数 收 钱 于 
z(a). 

每 一 个 按 Ly ЖОРА 92 IE pR ab ЛЕ ЕВС. 其 


ИЖ. 2538 HJ F 2881 S 94538. 


#145. ЯНО) СЫ = 1, 2, 555) Ву 


верад тл вуенвар тэн дрн он а. 


有 时 应 用 下 列 Ey- 弹 收敛 性 的 和 制 别 法 比较 方便 ， 

定理 14.6. ИЖ CGO € Lš 一 1,，2,……) 依 测度 收 
ЗЕЕ и(х) ЕН |ш„| Со = 1, 2, 6) 一 致 有 界 ， 则 
(z) € Lk 同时 и, (к) Са 一 1, 2，…) Es BE! cf w C). 

ЗЕ. 由 于 ГЕ ЖЕНЯ Е-Е, 每 一 个 L$ 内 按 范 数 有 
界 的 画 数 列 包 含有 BEv- 弱 收敛 的 子 撤 列 . 因此 只 须 起 明 对 任何 
在 Lk r: Ех- З ik: a| (e) € ГА РОЯ ta, (a) ИРИ маа) = 
=и(х). 

` 以 km(x) 表示 某 一 确定 的 点 集 , 在 其 上 

Габ) 一 m(z)| < т 

的 特征 图 数 ,又 以 m(*) 表示 图 数 sign[ w(x) 一 (a) 1. 

假发 给 定 e> 0。 因为 由 无 来 - 布 桑 定理 ( 见 90 页) М 
wo(*) , un,《*) 《 二 1，2，*…*). 有 等 度 的 移 对 连 秆 积分, 所 以 存在 
8 二 0 使 当 mes @ < 6(# CG) 时 


боя <S, [ибо < 1,2,5), 
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а a, GO 傅 测 度 收敛 于 u(x) 并且 
Ev ВЖЕ w(x) 可 推出 存在 常数 ,使 当 外 > Ro BP 
j [un G) ао (ж) Тоок) к (а) х < a a 
с Н 学 


# mes G, < 8, 其 Ge- 6 (10) — «| > 
于 是 当 名 之 外 时 
f. Со) поб) eC a 


5 mes в). 


|а — mC) ln) ad + 

ый абе) — в, (0) |dx + {5 |а, Со) |dx + 
+. а ее [| або) — обо) 1 (0) < 
РИС 

5 5 mes G 
El ° 是 任意 的 , 故 


аа + u + а m mes Ск <e, 


j. [uCx) — u (z) [KmCx)dx = 0, 

Ёр m(x*) = и(х) 几乎 处 处 成 立 。 

ДЕВА, 

“ 4. 无 v- 弱 连续 的 线性 泛 画 。 ИЧЕТ 1(w) 在 Lk 上 

.BEw- ВЕН 假如 对 每 一 个 Er- 弱 收敛 于 元 素 w(*) Є РАО 
и.к) Єв = 1,2, 5) 恒 有 等 式 
Ши») = IG). 

В УВ Е НИЕ АИС 4.1 „ЗЕЕ v(x) € Ех 是 Ew- 
弱 连 续 的 。 其 逆 亦 真 , 亦 即 有 

定理 14.7，。 每 -个 10 р вые 
(14.1) 的 形式 ,其 中 v(x) € Es. г 

Ш. 考虑 空间 Ey ЗЕЕ Ew。 由 Ew 上 线性 泛 夯 的 一 
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般 表达 式 (定理 14.2) пеп, Ч f € Ех 和 男 数 x (x) € ГИ 之 闫 存 
在 一 一 对 应 ,并 且 这 个 对 应 由 下 列 公 式 确定 : 


Ко) = | oul) de GG) € Lk, (0) ЕЕ»). (147) 


此 时 由 ЕАО ЛЕ ЗОНТ, ВСВ (x) € 都 的 
丽 数 列 w(z) € 和 ,一 一 对 应 于 能 收 化 于 泛 画 
Ко = j. UCL 
вия 
G) = [ol ar 

Ë LGe) 是 空间 ГЛ Е ЕВЕ, ВАМ 

来 确定 空间 Ey. 上 的 泛 丽 @(f)(f EB、): 
ФОР) = 6и), (148) 

其 中 zx(z) € LE ЕН f 通过 Ex 上 的 泛 丽 和 空间 LŠ И 
之 间 的 一 一 对 应 关系 所 确定 的 画 数 ， 

显然 , 从 L% ЕЕ Си) 的 Е-Е НЕН E, НЕ 
ФСР) ОЗЫНЕ, 因为 空间 E, ЭГ, НИНЕ ЖЕНИ РУ ЗЯ 
ВЕН ПУЗАНОВ ЧЕ aE PE, ТЕЛЕТ w(z) € Ev 使 得 


@(f) = f(x) 
对 一 切 f € Е» 成 立 , 即 
Ln) = [сда 
对 一 切 z(a) Є ГИ ЛУГ, 
ЛЕНЕ E, 


5.2890 Яа осо. 车 在 空间 Z 吉 内 考虑 刘 克 施 姆 布 洛 
格 范 数 lwlloo( 见 $9 第 7 Ez), 则 每 一 个 具有 积分 表达 式 (14.1) 的 
ЕЕ (x) 的 范 数 可 由 下 面 的 等 式 确定 : 
О 
ВП Е ЕЕВС, ДИЕ и € 使 得 
ФР) = Со) 
对 一 切 f 下 成 立 . 


6123, 


Mlo = sop [деда], 


llzllao<lJc 
再 由 (9.25) 
Ид ыы Ia 
我 们 还 有 下 列 等 式 : 
ША = Пою» . (14.9) 
其 中 И ЗЕВС. 66946 В. АЕ АН 
lele = ,sup || иода (1410) 
lli <t lJe 
为 了 证 朋 (14.10) ,注意 ,从 (9.26) 可 推 得 不 等 式 
sup j u(x)v(x)axr| < |исл. 
паи Је 
这 样 一 来 我 们 就 只 须 证 明 
» ||. zt(z)z(z)dx| > llvlley. (14.11) 
le 


以 表示 单位 球 [со < 1, ЗНРЕВАХ G -上 可 求 和 西数 
ВЫ Г, 的 子 集 . 
ПТ ЗА L, 的 范 数 是 封闭 的 ,因为 从 


lm 人 eco = wl) la = 0 (C) € T) 
可 推出 о, Со) ЖЕНЕВЕ (9) ,从 而 由 法 都 定理 和 (9.217 
[тосо ак «зар [Моно lar <1 
# (к) 是 空间 LS ЗЕРЕН, МИ 


G +) ятя ЕТ, фео, 


如 所 周知 ,我 们 可 以 作出 定义 在 Li КАЗНЕН fv) 使 得 
ra +) Я ]>ко (e(z) € T). (14.12) 


о 


因 Ко) НЯ ЗЗА: 
ко) = [ооа ое, 
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其 中 h(x) 是 某 个 殖 副 有 界 的 画 数 , 故 从 (14.127 可 推出 


ЕЕ. 
1 j. s (z)A(z)dz > зар. j: #(х)в(х)ах = 


sp. [1269 НАСА 1а, 


есуу 


再 由 (9.25) 
1 十 e 
Поле =); о (х) (ах > 1А. 
因而 
(1 +e) | (x) iN dx > [> 


Г (х) тт dx > шо. 


从 上 述 不 等 式 即 可 推出 (14.11) 成 立 。 
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第 三 章 ” 奥 尔 里 奇 空间 内 的 算 子 


$15. 线性 积分 算 子 回炉 性 的 条 件 


1. 问题 的 提出 ”本章 研 究 映 -一 个 奥 尔 旦 奇 空间 La, 到 另 一 
ЛИН 5, 内 的 厂 性 算 子 A， 我 们 以 {B1 > B,) 表示 映 
SJ В, 到 空间 B, 内 的 线性 算 子 的 类 ,又 以 {B, — В; н.) зела 
炽 算 子 的 类 ,而 全 连 织 算 子 的 类 则 记 作 { В, — B; Bn. n.), 

我 们 的 主要 兴趣 在 于 研究 形 如 


Ar(x) = {, АС, у)и(у)ду (15.1) 


的 积分 算 子 . 

本 节 的 基本 间 题 在 于 天 上 明 算 子 (15.1) 映 各 到 Lš, 内 连续 的 
条 件 , 即 满 足 条 件 

Аш м, < ПАША, 

其 中 站 Al 是 某 一 常数 ， | 

我 们 将 对 各 种 不 同 特征 的 核 《(x, у) 找 出 算 子 A 连续 性 的 条 = 
件 . 这 种 特征 中 最 方便 的 一 种 是 核 属 于 其 一 奥 尔 里 奇 空间 , 序 积 分 

jj. Ч [ак(х, y)]dz ду 

对 某 个 w 是 有 限 的 。 

ТА С 表示 引进 乘积 测度 的 拓 杆 积 G x с, 又 以 fu, Ёй, 
Вы 分 别 代表 相应 的 类 和 空间 L (G), L%CG) 和 Ем(6). 

2. 一 般 定 理 ， 犹如 寻常 , дм), Nz(z) 表示 给 定 的 入 -而 
数 Mi(z) ，Mz(z)] 的 余 М-Ж, 

#151. E 00и) 是 这 样 的 NN- 丽 数 ， 使 当 «(x) € гй, 
v(x) € Lš, 时 
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wx, y) = u(y)e (a) € É; (15.2) 
В 
МС У) д, ПӘ, (15.3) 
РТК, ЕНЕН 51) ОН Г, 
其 中 到 (四 Е 入 -图 数 Ф(и) 的 余 N- 图 数 .。 则 算 子 (15.1) 属于 
1152 L; и.}. 
$E. 由 荷 尔 德 不 等 式 和 (15.3), 当 w(x) € LŠ, (z) € Ex 时 


j Aulx) v(x)dx = | j В, уи (ye (0) 4х ду < 
с GJG 


<=, у) 1С, у) < АС, у) 191, Ды, (15.4) 
因而 推出 算 子 A 喘 Ls, З] Lš, М. 
因为 当 p(z; №) < 1 Bf lvily, < 2, 则 从 (15.4) 可 推出 


ПА, = sup | Au(x)vlx)dx| < 
p(e;N3)<1 176 


< 21146, Ум м, (15.5) 
. 由 此 可 见 , 算 子 A 有 界 , 因 而 连续 . 2 
定理 证 些 , 
从 不 等 式 (15.5) 可 得 到 算 子 A 和 范 数 的 估计 式 : 
1Al = ТА „ТА, < < 20146, у). (15.6) 


ЕВА, 孔 在 许多 情况 下 可 以 改善 。 改进 
算 子 A 范 数 的 估计 式 的 方法 中 , 有 一 种 是 可 以 建立 在 应 用 加 强 荷 
尔 德 不 等 式 的 基础 之 上 的 。 

3. 画 数 @(a) 的 存在 。 ”应 用 定理 15.1 就 要 求 我 们 通晓 满足 
条 件 (15.2) 和 (15. 3389888 Ф(и). 

188 15.1. 1: @(z*) 定义 为 N- 画 数 

yy) 一 Mz[Ni(o)] . (15.7) 
的 余 М-Н, ЕЛЕК #FC15.2) 1015.3), 

ЗЕ, Жи) € LE, о(х) € L$, 先 让 满足 条 件 (15.2) ВИ 
数 w(x,y) = u(y)v(x) 属于 空间 05. 

设 gCx,y) ЕЁ, BI 
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省 w(x, y)g(z, y)dz dy| < 


6 а 
«ма, ес 91 ОО 19001 gy ду, 


Mela ПӘ, 
应 用 杨 格 不 等 式 (2.6) 于 上 式 右 端 积分 号 下 的 前 芮 个 因子 , 便 知 
В w(x, у(х, у)ах “| < 


6 


< ltlullolls, [Í| za ye! dx dy} + 


J о, 
u(y) |19091 
И | м l | a 
再 应 用 杨 格 不 等 式 于 花 括 弧 中 的 第 一 项 得 到 
рос, есе, да| < 
ё 


«м {[[ мумия, 0а ay + 


ё 
конь мох 


x Í. 91 as]. (15.8) 
еее 


ТИС о (z) 可 积 , 则 从 (15.8) 可 推 得 
11 w(x, у) (х, y)dx ду | < 


P 


G 
«ыыы», {Саб 0126 dy + mes G + 


£ 


j 10014, | Gs 


в [|], 
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因而 推出 (15.2)。 
因为 由 杨 格 不 等 式 


| о? [22] «+ GD me G < 


zw。 
< 1 + M,(1) mes G, Р: 
ВИРА ра (х, у), Ш) < 1, 划 从 (15.9) 可 推出 


ПС, у) = «ава w(x, у)ғ(х, y)dx dy | < 


° |11, 


ё 
ЗИ, lvls,, 


其 中 ( 
1=2 + mes G + М1) тез С, (15.10) 
引 理 证 些 , 
相似 地 可 以 起 明 
‚ 引 理 152, № 9) Ех М-Ж 
Ч (и) = Ni[M:(o)] (15,11) 


Я: У, ДЕ ЕЕС15.2)11С15,3), 
在 引 理 15.2 中 ,常数 1 由 下 式 确定 : 
1 = 2 + тез G + N.(1) тез С. (15.12). 
4. 满 足 A- 条件 的 N- 画 数 的 一 个 性 质 . 在 线性 积分 算 子 的 
研究 中 ， 从 n(x)，v(x) Єй 可 推出 xz(y)o(z)6 É$ й N—-E 3 
M(x) 起 着 重要 的 作用 。 本 段 我 们 要 来 天 明 怎样 的 УЖ 
ВСН, БК, М Ми) 一 la|"(a > 1) 就 具有 所 述 的 1 
性 质 . ` 
8132 15.3. 如 果 从 zt(x)，z(xz)E 工 各 ЗЕН ш(х, у) = 
= «Ооо € Ék, М -页 数 MG) 满足 A 条件. 
Ш. 假定 ми Мл) 不 满足 A 条 件 , 划 可 找到 单调 上 升 


的 无 界 数列 z, 使 得 
М(2и„) > 2°М(2")М(а,) (a= 1,2,-.:), (15.13) 
作 互 不 相交 的 集合 G, C G 满足 
— М(2) тез G = 
mes С, ему. (n = 1,2, '**) 
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和 互 不 相交 的 集合 #, C G 满足 
M(u)mes G (а 


mes @#, = 
2"M(u,) 


- 


0, -车 xE U c, 


s= 


2, 若 x*€G。 (m =1,2,--:) 
#(х) = 


和 
и, ХЕ, (一 1,2，) 
и(х) 一 


0, 车 xE U Z#,. 
n=1 
划 
j. Мо) 1х = 5) j. МГо(+)14= = 


= > М(2”) тез G, = М(2)теѕ G < со, 
| М[и(х) 4х == 之 [мг дах = 


as > М(и,)теѕ 2, = M(m)mes G < co, 


s=1 


另 一 方面 ,对 足够 大 的 有 
оо - 


> j. j: ul | dx dy = 


1}; г 


= > EAE) me Grmes 2, > 


> >: м(2“) mes С, mes @, 之 


я=1 
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S ro, 3 М(2)М (um) (тезб 
> 2 MG)” or (а) 
ЗЕ 277: > k. 因而 由 (15.13) 得 到 


I 
由 此 可 见 ， u(x), v(x) Єй, 而 u(y)v (х) ЁЁ. 
引 理 证 些 . І 
定理 15.2. ХМЕЛ (0), 000) € Lp SSE иба, у) 
= «ое НОВЕ Га 0938382895 у-и M(x) л 
入- 条 件 . 
充分 性 的 证 明 . ak N- 画 数 M(u) 满足 入 -条 件 , 即 存在 正常 
数 mw 和 C 使 得 
M(uv) < СМ(«)М(0) (и, 02 u), (15.14) 
划 由 引 理 51，M(z) 满足 АР, L = Lu. 
Ë x(*)，o(z)EZLw, 以 Ge( 相 应 的 G,) 表 示 集 合 6 |а) 122 
B> a) (相应 的 G{ (а) | > 61), 其 中 加 是 条 件 (15.14) 所 确定 
的 数 ， 卓 当 .x€ G,, y € G, НЕ 
M[z(y)e(z)] < CMLa(y)]M[o(x) ]. 
从 这 个 不 等 式 和 明显 的 等 式 


{| M[u()e (2) dz dy = 


ó 


| Мы» ]dz dy + 
би Убе 
+ | М[и (у) (х) )4х dy + 
x сь 


С\Са. 


+ 


| 
| 
j: мере ая dy + 
+ Lu мао (z) Јах dy 


部 可 推 则 
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| м. (у) (х) ]4х ау < 
k : 
< c| ми м | M[e (z) 4х + 
G G 
十 mes G j. M[uvlx) 4х + 
+ mes G | MLasG)12y + МФ Cmes GP, (15.15) 


又 因 пои (х), mu (a) € Lu, Аи (У) (к) € Ë, = Ёк. 

ЖЕНИ. ШРС, у) = и (у)о(х) € [АЦ (s), 
v(x) € ГИ, АНБ 15.3 м-р МС) 满足 А-0, Wk 
Ë; = їм. 

假定 у М(и) 不 满足 A~ 条 件 , 则 可 找到 单调 上 升 的 无 
界 正 数列 mw， ws(> = 1,2, ---) 使 得 

M(unv0n) > 22pM(u,)M(o,) (2 一 1 2,…)， (15.16) 
作 集 合 G, C сте, C G 使 得 


M(:a)mes G š M(xi)mes G 
s G, == 2 mes Ç i ee 
mes TIPS mes < "М, 
Gn = 1.2...) 
ЕН Gi ñ G, = 0, ©: П; = 0G = j). 
É: 
wn， ЯхЄС, G=1,2,--:) 
тос ож Е 
和 КУ 
vn， Ж№х6@, (п == 1,2, -+*) 
е 0, 车 xE Ú г. 
в=1 
ЕО 


[| utc) = 5 |. Мы) ]4z = 


я=1 


= У М(и„)тез G, = М(ш)тез G < co, 


n=1 
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Í. МГ» ty las = 5 j. МУ а» = 


= > М(о„)теѕ @„ = М(о)теѕ С < co, 


n=1 


另 一 方面 
моо ]4х ду = 


' 
-Ms 
М: 


1 
п 


j. j. MTz(y)z(xz)]ax dy = 


M(uivi mes G; mes @, > 


1 
М: 
М: 


0) 
п 


и › МОМ (и) (mes С)? 
Munvn) 2”M(u,)M(o,) 


V 
М: 


再 由 (15.16) 
(| М[и(у)о(х) ]4х dy = оо, 


8 


由 此 可 上 见 、 u(x) € Lu, v(x) € Lu, ü (x, y) = u(y)v(r) € 
1, = Ë, 于 是 发 生 矛 盾 . 

由 上 面 所 诈 的 定理 可 推 知 , 不 是 对 一 切 N- 画 数 (甚至 满足 
A 条 件 ) 从 w(x) € Г, v(x) Є ИТЕН « Су) (х) € 1. 

引 理 154、 NB МС А, ОИ 
а> 0 使 得 

Су) о Сә) м < ам ме (15.17) 

当 (z), v(x) € Гы. 

ЗЕ. Чи о D> >18 

M(uae) < СМ(«)Мм(,), 

期 由 (15.157 
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Jj | 00:0] ах dy < 


ао Паго 
ое + 
+ mes G {jul dy 十 


十 J|]. z) + MG4) (mes СУ, 


e (= м) < 1, р (5-5 м)<1, 故 


м[ 0:0) dx dy < С + 2 mes G + М() (тез су, 
zellullullvlly 


u(y)v(r) 


«А1191 


а (у)е (х) 
р ты НЫ] < 
< 1 + C + 2 mss G + М(и2) (тез С», 
由 此 立即 推出 不 等 式 (15.17) ,其 中 
za 一 xi[L 二 C 十 2mesG 二 MG)(mesG)]，、 (15.18) 
Барје, 
设 8(x) 和 (и) 是 两 个 N- 画 数 。 我 们 记得 关系 式 O (u) < 
К(и) 表明 存在 常数 和 wo > 0, 使 得 
Оби) < Ви) (z x). 
由 定理 13.1， 关 系 式 O(n) < RG) 等 价 于 包含 关系 ТЕСТ. 我 
们 还 记得 (定理 13.3) 从 包含 关系 Lš C 1$ 可 推出 存在 常数 4 > 0 
使 得 
10 < «1:1 Сб) € ТА) 
21153. ФУКО S АРВ 
Ф(и) < MG), @(¿) < Мы), (15.19) 
划 宅 满足 条 件 ( 15.2) 和 (15.3). 
WE. (х) € ТА, о(х) € LE. ИШ (15.19) w(x) € Le, 
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v(x) € Lo, 再 由 引 理 15.4 ок, y) 一 u(y)v(x) Е Де ЗЕ. 
рее le < аш. 
ЗАА СОБ.) НЕ НЕЛЕЕ а, 和 a; 使 得 
Па < = 4 Дам, С а(х) є Ім, >, 
lole < ао, Соба) Е 1%.) 
故 
Одо < Д 1, 
其 中 = аа». 
定理 证 些 . 
5. 连续 性 的 充分 条 件 . 
定理 15.4( 关 于 连 转 性 的 基本 定理 )， 设 BCx) ЖИ) 是 互 
#8 м-в, 250 Я (15.1) В а ОЛ ЕГ р 


ЕЧ “мм БЯ у" (15.20) 
6) NI[M(v)] < (o), (15.21) 
в) Вс D1) 满足 入 一 -条 件 乔 且 

мб) x wv), м/о) < (о), (15.22) 


ЗЕ. 由 定理 3.1 从 条 件 а) яна 15.1 的 条 件 ， 从 条 件 
б) 可 推出 引 理 15.2 的 条 件 , 双 从 条 件 B) 可 推出 定理 15.3 的 条 件 . 
再 由 这 些 引 理 和 定理 15.3 的 结论 可 知 , 定理 15.1 的 条 件 满足 , 从 
而 即 可 推出 所 要 证 明 的 命题 . 


定理 证 华 . 
注意 条 件 B) 中 所 确定 的 М-РН (o) 必须 满足 条 件 


|oj < (o), (15.23) 

其 中 > 1。 这 从 每 一 个 余 N- 画 数 满足 Ar 条 件 的 М-Н 
足 条 件 (15.237 的 明显 事实 邹 可 推出 . 

定理 15.4 的 条 件 a), б), в) А. ЗИ ТЕ 

Ф (о) 满足 条 件 (15.20) 或 (15.21)， 自 然 首 先 要 查 明 复合 画 数 

MILN1Cv)] 或 NELM 人 Co)] 中 那 一 个 的 增加 速度 较 慌 我们 自然 还 

会 推测 ,要 回答 这 个 阅 题 只 须知 道 关系 式 N,G) < МКи) 或 М.и) 
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= N,Gz) 中 那 一 个 成 立 。 然 而 并 不 如 此 . 

例如 Vi(r) == 1, М.(и) == el 一 [и | s= 1 有 关系 式 Ni(n)< 
Ma), 此 时 N- 画 数 Ni[M:(o)] 和 МАМ] 并 不 等 价 , B 
有 Ni[M2Cv)] < Mi[Ni(z)]， 因 为 

NI[Mzo)] ~ МК), ММК) — e” — 1 
且 对 任何 及 之 0 
Hm ММ — o 
>° М М№М(и)] ü 

双 对 N- 画 数 Ni(ze) 一 el 一 |а| — 1, Ма) = e“ 一 工 同样 
有 关系 式 N (z) < Maz(z，N- 男 数 М М.С) | 和 Mz[Ni(o)] 也 不 
等 价 , 但 Mza[Ni(v)] < Ni[Mzo)]， 因 为 对 任何 & 之 0 

lim ММ] 一 оо, 
"ә М NiCRv)] 

定理 15.4 条 件 a), б), в) 的 详细 比较 将 在 以 后 进行 ， 

6. ити. 设 A 是 喘 G 上 平方 可 求 和 的 画 数 空间 
/到 它 自己 内 的 正定 自 共 二 线性 算 子 。 НИЯ АНИ 
分 解 式 

A= | МЕ), 
其 中 Е 是 算 子 A МИНИ. ЕТ НИМ 
А? 一 | ДАЕ}, 
当 算 子 A 全 连续 时 ,评分 解 式 变 成 无 穷 级 数 
Аф(х) = > À (e;, p)ei(z) (p(x) € L), (15.24) 


其 中 ei(*) 是 算 子 人 A 的 固有 画 数 , 相 应 于 非 0 ВОИ А. Се, Ф) 
发 示 夯 数 e(x) 和 p (a) 的 内 积 : 


(е, ф) = | ep a, 
此 时 


А?ф(х) = > А(е;, ф)е (к). 
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我 们 称 蔬 为 映 巴 拿 哈 空间 E, 的 子 集 D(B) 到 巴 拿 哈 空 间 E, 
内 的 算 子 B аак, 假如 BE {El — Р; u.) 并 有 Вр = ВФ 
є p € D(B) 时 . 

定理 15,5. ü MG) 30 NG) 是 互 余 的 N- 丽 数 并 且 МОХ 
Xu XM(n), хай АКА 1212; u.) ЗЕЕ О 
性 算 子 ) 有 回炉 扩张 A2 € {Ev 一 工 二， ЖАЄ { 12 > гй;н.). 

证 。 设 p(x) € L2, ИНН 

IAPlli: = (А’ф, 9) = (А, ф) < 
< lAiplivlols < (Alols, 
М: 
ЛАФ! < АФ, (ф(х) Є 12), (15.25) 

显然 L? 在 Е, АЖ, БАРАТАТ Я. 于 是 从 
(15.25) 可 推出 算 子 А 可 连续 地 扩张 到 整个 Ey E. 记 扩 张 算 子 
为 А, И (Фф) = (А.Ф, Ф) 确定 了 Ex 上 的 线性 连续 泛 酌 、 
ЗЕ ФС) 是 L? 中 国定 的 元 素 。 根据 Es 上 和 线性 证 夯 的 一 般 表达 
式 (定理 14.2) 有 而 数 u(x) € [名 使 得 


10) = (@. o = | Фада. 


定义 算 子 .Ar: 
Aiy(r) = и(х), 
旭 由 (10.4) 
ПАРЫ = зыр „КАГО, Ф) < 
“ёк! 
< „292, 1, Ap) < 24101, 


P(EEN 
Кт АГ В {17 LS; H.}。， 令 证 AYy(x) = Ay(x). 
由 对 任何 画 数 p (x) € L2 27 
(Ate, ф) = (#, А.Ф) = Сф, Аф) = (Ау, ф) 
Е: 928 
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вы 


+ 


算 子 A 的 平方 根 At 定义 为 平方 等 于 A 的 算 子 。 算 子 AY 
НР 


А? = | АЕ, 
0 
而 当 А 为 全 回炉 算 子 时 
Aš4(<) = > Ае, Фе). 


定理 15.6. ВЕ І? ЕА АЛИМНИ ТАЖ O 


896 АСЕ. Бун. }, 其 中 NGe) < < MG), А А 
有 分 解 式 

| А = HH*, (15.26) 
Нен.) H* g: НЗ ИТ РИТЕ 一 
хт; н. }. 

Ш. ЕН = Aš, 则 由 定理 15.5, НМЗ (L: 一 Lk; н.) 
显然 算 子 HH* 与 算 子 A 在 L? 上 采取 相同 的 值 ,因为 对 任意 一 对 
ИЯ ф(х), ф(х) € L2 

. (HH*g, $) = (H*9, H*g) = 
= (Аїр, Ар) = (Аф, 4). 
因此 算 子 HH* € (Е, — Lk; н.) 是 算 子 A 的 连续 扩张 。 于 是 由 
算 子 A 的 连续 扩张 的 唯一 性 ， 因 为 L? 按 Ex 的 范 数 在 Es РВ 
蜜 ,好 可 推出 等 式 (15.26). 
定理 证 毕 . 
表达 式 A = НН* 叶 做 算 子 A 的 分 解 . 


$16. 线性 积分 算 子 全 回炉 性 的 条 件 
L ВЕЯНИЯ. АЬЗАМ АННЕ ИЕ 
Аи) = | Ks aG). ав) 


1) ЯРН* 是 由 下 列 等 式 确定 的 : 
(H*g, у) = (@, Ну) (у(х) € E, ф(х) € Ем). 
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本 节 要 了 研究 算 子 (16.1) 全 连 绩 条 件 的 轩 题 , 印 算 子 416.1) 变 浴 

Th, 的 单位 球 为 宗 间 Гм, 的 列 紧 集 所 要 满足 的 条 件 . 

引 理 161. к, y) 在 C 上 连续 ,又 设 LS ЯГА, Е 
个 任意 的 奥 尔 里 奇 空间 ， ев. рии Ем,; Bn. H.}. 

ЗЕ. 由 定理 15.4, 算 子 A В {1 > ТА; ч.}.. 

ВЕ ТА: ГМ, 的 单位 球 , 则 因 对 z(a) ЄТ 


[оа < аксе; Вы, < mes смт ( —1—). 


mes G 


Be x € G, и(х) € T iF 
[Au(x)| = Ц. (х, у)м(у)4у | < К mes СМ; ( = 


mes G 
ЖК = max|k(x, у) (х, y € G). 
Е, ва А (х) |(и(х) ЄТ) 一 履 有 界 . 
AE в > 0, 选择 6 > 0 使 得 
[Аб y) — КО, y)| < 


Е 


mesC Мү! (- 1 ) 
mes G 


当 (в, хо < ЖЕН Са, х) 28288 zu, z; € G 2 099588. 
则 当 Си, к) < 8 时 对 任意 西数 u(x) Єт, 由 空间 Е, 内 集合 6 
的 特征 面 数 的 范 数 公式 有 

[Ам — Ане) < (Таба, э) Або, О) 18у < 


= 
Б. 1 
. Б вм" (=) 
Ж Я, ВН Ам (х) (а(х) € T) НАБ, 
由 阿尔 采 拉 定理 ,集合 АТС ЕЕВС C 内 烈 紧 ， 
从 而 更 在 任意 的 奥 尔 里 奇 空 闻 内 列 紧 . 
хел ВАР Аи (х) ЗНА, м 属于 Es. 
Башар, 
2. 基本 定理 . 利用 奥 尔 里 奇 空间 内 画 数 族 列 紧 性 的 和 别 法 
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mr 


可 以 得 到 形 如 (16.1) 的 算 子 全 连 米 的 条 件 。 更 简单 的 途径 是 建立 
由 明显 的 全 连续 算 子 任意 精确 地 逼近 算 子 (16.1) 的 可 能 性 。 作为 
这 种 逼近 算 子 , 采 用 具有 连 米 核 的 积分 算 子 是 方便 的 . 

在 某 些 情 况 下 定理 15.1 和 定理 15.4 的 条 件 对 算 子 (16.1) 的 
全 连续 性 来 说 还 是 充分 的 ， 我 们 不 知道 在 一 般 情况 下 这 些 条 件 是 
否 仍 然 充分 ， 今 证 算 子 (16.1) 的 全 连 熏 性 得 到 保证 ， 假 如 定理 
15.1 和 15.4 的 条 件 (х, y) € Ë$ 换 成 更 强 的 条 件 R(x, y) Є Ёо. 
我 们 利用 相应 的 两 个 畏 葵 加 以 旋 明 ,这 在 今后 是 有 用 的 . 

定理 16.1( 关 于 全 连续 性 充分 条 件 的 定理 )， 0 ФО) Ят P(O) 
是 互 你 的 N- 画 数 ,又 屋 粥 性 积分 算 子 (16.1) КИЙ kGz, y) ВР 
ВЫ Ёр, НУЖЕН 15.4 的 条 件 3), б), в): 

а) Ma NiCv)] < (о), 

б) Ni[Mz(z)] < (o), 

в) В @(w) 满足 入- 条 件 并 且 

Ni(z) < 9), М.(о) < ФС) 
中 的 每 一 个 都 充分 保证 了 算 子 (16.1) 属 于 {Lh Eu; ви. u). 

WF. МАС, у) € By, 故 可 作出 连 积 核 的 叙 列 有,(x,y)(n = 
=Ь2, --.) 使 得 


ПС, э) — А.е, У <. 
ДА, 表示 线性 积分 算 子 
Аш = | les 0009. 
由 引 理 16.1, 这 些 算 子 映 LE, 到 Ем, ЧУЕН 239. 
根据 定理 所 给 的 条 件 ,定理 15.1 的 条 件 满足 ,因此 由 (15.6) 
ПА АД «ЗЛА, у) — (x, 506 < 
(#=1,2, ---), 
换 首 之 , ЯЗА 可 由 取 值 于 Ew ОВЕН 
ЖЕНЕ, РАТЕ НЕРВА ав, 
定理 16.1 可 从 两 个 完全 不 同 的 方向 加 以 应 用 。 
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+ 


вах, 


首先 是 确定 而 数 (КАИ ВНЕ. ПЕНИ 
Lš, 到 答 定 的 空间 Ew, 内 , 并且 是 全 回炉 的 。 在 这 种 情况 下 应 用 
定理 16.1 要 受到 验证 核 (x, у) 是 否 属于 空间 Ée, 邹 是 否 对 一 切 
2 > 0 满足 条 件 : 


|| rarc. y) dx dy < co (16.2) 
ё 
的 障碍 . Я 
若 м-р (o) 满足 Ai 条件, 旭 (16.2) 等 价 于 条 件 
. {| T[k(<, у)]4х ду < оо, (16.3) 


ЖМ (о) 不 满足 A:- 条 件 。 妈 验证 条 件 (16.2) 是 有 困难 的 . 
不 难看 出 (16.2) 满 足 ,假如 
[| tot, ак у < =， (46.4) 


其 中 8(n) 是 某 一 N- 画 数 。 还 可 注意 条 件 (16.2)(16.3)(16.4) 中 
Вор с g(o) 可 换 成 任何 等 价 于 于 (o) 的 N- 画 数 的 主 部 ВС»). 

其 次 是 寻找 N- 画 数 Mi(w) ,Maw), АВЕО kG, у) 
的 算 子 (16.1) В Lš, 到 Ем, 内 井 且 是 至 连续 的 ， 此 时 N— Bi #£ 
M.G), М.и) 应 这 样 的 选择 , 使 得 它 满足 条 件 (15.20), (15.21) 和 
(15.22) 中 的 一 个 。 

3. ЕЩЕ Е-Е, КОК ВИ 
Иен ЗОО ВОК 
化 的 点 烈 。 

因为 在 奥 尔 里 奇 空 间 内 Ex- 弱 收敛 一 般 犀 来 要 比 在 通常 意义 

E 的 弱 收 化 更 为 广 活 ， 所 以 为 了 使 得 映 一 奥 尔 里 奇 空间 Lš, 到 另 
— ЖИРЫ Lš, 内 的 全 连续 线性 算 子 对 Е КСО В 
仆 的 性 质 , 就 须要 附加 另外 的 条 件 . 

在 这 里 我 们 对 线性 积分 算 子 (16.1) ЖЕНИЯ. 为 此 ; 
我 们 假定 算 子 A 的 核 k(x, у) 还 满足 下 列 条 件 : 对 任意 一 对 画 数 
а(х) € 1%,, vx) € ГА. 
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j k(x, y)z(y)z(xz)ax dy < co, (16.5) 


с 
H F3 ЖРЕЯ f- A Ди, 1, Р, на 


Ат) = | +G, 000002 (16.68) 


所 定义 的 算 子 A* ph Г.Х, 到 LS, РЧ, ЕНЕЛЕР z (z) € 
Ги, о(х) Єй, 有 等 式 

[Аоба = | «ОА Оду. (16.7) 

引 理 16.2, Се 5) 的 核 БУА э)! ВМА 


НН As 映 Ev, 到 >2 m. 
证 相 理 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ,因为 数列 
(Аш) = j. Аш, (ах 
УМЕН о Се) € Е, 这 由 等 式 (16.7) 和 А*ь (+) € Es, 
врат ЕН. 
现在 来 诈 明 引 理 条 件 的 必要 性 . ВВЕЛА" А 变 
每 一 个 Lš, 的 Е КОВ Г, 的 Ех; КОЖИ, > 
НЕС Е Es 划 由 等 式 
Ки) = j. Are(r)o(r)dLr 
所 定义 的 泛 画 是 11, 上 的 ЕН. ЗРЕНИЕ 147, WÉ 
няня 
Ки) = Í s(xz)e*(z)dx, 
其 中 v(x) € Bx 
另 一 方面 ,再 由 (16.7) 便 知 对 任何 画 数 (а) Є 1.5. 
иода = | I а(х)А*,(х)4х, 


央 些 对 几乎 所 有 的 xEG 
ок) = Аз, | 


` #147. 


BI A*v(x) € Ен, 
引 理 证 毕 . 
从 上 述 引 理 立 郎 推出 下 列 定 理 。 


定理 16.2. Е 5) 的 核 т у) ел 


`=. “定理 条 件 的 必要 性 显然 从 引 理 16. 2 ГЕН, 而 充分 
性 由 引 理 16.2 ,定理 14.3 和 定理 14.5 也 可 推出 . 

定理 证 些 . 

注意 ,在 算 子 (16.1) 全 连续 性 的 定理 16.1 的 条 件 下 , (16.5) 一 
定 满足 并 且 由 等 式 (16.6) 所 定义 的 算 子 A* b: Li, 到 Ew, 内 (当然 
更 映 Ew, 到 Es, 内 )。 现 在 来 证 明 后 一 缚 论 . 

在 定理 16.1 的 条 件 下 ,(15.2) 和 (15.3) 恩 满足 ， 设 v(*) € LS, 
є 是 任意 正 数 。 因 核 (x, у) 属于 Ёр, НОЕ [$ АНИ 
范 数 ,于 是 可 找到 6 > 0 使 得 从 mes < 8 HE lH 


IRCx, у)к(=, У; os < а (Gc 6), 


其 中 1 是 条 件 (15.3) 中 的 常数 ， 设 8 C G, и(х) € Ты, В 
j А*ь (в) и(х)ах = I j RCy, x)e(y)u(<)dx ду = 
€ JeJc 
= (ко, оода о, 


в 


Jtrh 2 = @# x G. 
假定 mes < —Š ЖЕН. o(u, М) < 1, BI| mes é = тез Р. 
mes G 


mes G < 8, |41, < 1 + plu, M) <2. 应 用 荷 尔 德 不 等 式 和 
《15.3) 于 上 述 等 式 的 后 一 积分 ,得 到 


[Анса < N, y) xG, y; le2loly, < е, 
РАНЕН [Ао Соке: 1», < е š mo < — N. ЖЖ 
mes G _ 


* 148 > 


明 面 数 A*v(x) 在 LE, 内 有 站 对 连 禹 的 范 数 ,从 而 属于 En。 
由 此 可 见 , 在 定理 16.1 的 条 件 下 不 再 附加 其 写 的 假 屋 ,， 算 子 
(16.1) 就 可 以 变 每 一 个 Lš, 的 Ен, ОВО Г, 按 范 数 收 
tB ОАА . 
再 注意 定理 16.2 的 缚 论 , 对 抽象 的 禄 性 全 连 积 算 子 A 仍然 有 
效 , 假如 М-РН М.и) 满足 Ai- 条 件 , 而 算 子 А 由 下 列 方式 定 
Х. Шо € LE, 考虑 由 下 式 在 工 各 = Ем, 上 所 定义 的 线性 泛 
画 
и) = j. Au(x) ve) dx. 
由 定理 14.2, 上 述 泛 画 可 以 表 成 
К = | (а) о) ах, 


其 中 v(x) 6 ТА. ЗИМА А* (х) = v*(x)。 由 此 可 见 , 算 子 А* 
09: LS, $] Г, 内 和 并且 等 式 (16.7) 成 立 . 

4. 药 年 定理 . 

引 理 16.3。 УХ (x, у) 满足 下 列 条 件 之 一 : 

a) 几乎 对 所 有 的 z€ G, Ж R(z, у) 看 成 ?的 而 数 ,属于 空间 
了 六， ян ФС) = АС, У 属于 空间 LX; 

б) 几乎 对 所 有 的 y€ G, Ж АС, у) ЖИ х 的 而 数 ,属于 空间 
L, ЕН ФО = ПА, У, 属于 空间 LR, 

则 算 子 (16.1) 属 于 {L% — й, н.}. 

证 ， 假 定 满足 条 件 3), 旭 对 任何 画 数 x(x)€ ГА, , oG) € Ls, 
由 荷 尔 德 不 等 式 


|l. Ан(х) v(x) 4х 19(х) |4х < 


< j| ко, у)и(у)ду 


< la [Plo ar, 
因而 | 
lA = sup 


un Ано: М1, 
假如 满足 条 件 6), 那 末 交 澳 积分 次 序 〔 由 富 比 尼 定 理 这 是 可 
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能 的 ) 对 任何 夯 数 е (о) Єй, (+) ELy, 可 得 
|. Aseo] < | [Же ооа) < 


< lol |, Фоо ТО ау < Темы, 
因而 
|А) а 
ЈС 


ПА, = sup < 
P(e;N2) < 


52мм. 


= потр. ||. Аас: 


Ns<2 

引 理 证 些 . 
数 ， 属 于 Ен, НИ ф(х) = ПАС, Уь, 属于 Ем,, И 
(16.1) 属于 [Lš —> Ем,; BI. H.}. 

Е. 由 上 述 引 理 , 算 子 (16.1) 映 Z 志 到 17, ЧУРА 388. fi 
下 要 证 的 是 :该 算 子 变 空 间 Ls, 的 单位 蒜 了 7 为 Ev, АЕ. 
由 于 单位 球 Е, ВВК, 所 以 又 只 人 须 证 明 算 子 А 变 单 位 球 7 了 的 
Еу, ЗСС 8С] Ем, З ВСС СН Р СЈАЈ, 

РИС и, (х) € T(a = 1,2, +.) Ev BB k Bd a (x). 
则 由 定理 的 条 件 ， 画 数列 Аи, (а) (> = 1, 2, +.) 几乎 处 处 收 敏 
ЗЕ А. (х), АИК НЕЕ ЯСЕН. АН Аи, (х) 在 
Lš, 内 有 等 度 的 绥 对 连 丢 范 数 .。 设 k(x, 8) 是 集合 8 C G КЁР 
ЛЕРА, о(х) € Гм,, BÚ 

<Í 


|, А„(х)о(х)ах 
|б) 100148, 


[0 (а) [4х < 


j. АС, у)и,Су)ду 


因而 | | 
NAC: Ol = зар || „Аида | < 
р(0:№а)<11ЈФ Е 
< 1ф(х)к(х; Z )llu,. 
ЁЎ ф(х) Є Ем., на Аш,(х) SE ЕЕ 
范 数 . 


"1l50* 


于 是 由 引 理 11.2, 夯 数列 и, (0) 属于 Eu, 井 且 按 范 数 收 全 
E BB RE, 
下 列车 花 补 充 了 定理 16.3, 
定理 16.4.。 发 几乎 对 所 有 的 y € G É k(x, y) 看 成 x ВОН 
数 ， 属 于 Eu, НВ ФО) = Се, У)», 属于 Ex. Га 
(16. 1) 属于 (Eu, 一 Ем,; ви. н.}, 
证 . 由 引 理 16.3 
AE {LS > 15; H.}. 
我 们 来 研究 等 式 (16.6) 所 定义 的 算 子 A*。 由 定理 16.3, 算 子 A* 
ЩЕ (LE, > Еу; ви. н.} 并 且 变 每 一 个 L%, 的 Ev ВН 
鹿 为 Ev, 内 按 范 数 收敛 的 函数 列 。 于 是 由 定理 16.2, 算 子 À = 
(A*)* 映 Ем, 到 Ем, 内 。 为 了 完成 定理 的 趟 明 ,我 们 只 须 证 算 子 
A 变 每 一 个 й, 的 单位 球 T 的 ЕК ВЕСЫ Lk, 内 毛 范 
НОСА ВС. 
ОШ mm(z) € T (a = 1,2, : - *) ЕСС Т пох). 
容易 看 出 jl 三 2， 双 丽 数 列 Аи (а) Е, ВАЖЕН Аш»), 
因为 对 每 一 个 丽 数 s(x) € En,, 由 等 式 (16.7) 


вз Аа) — G) 16G)4z = 
= im [eco — ml) Ae) dr = 0, 
Es > 0， 我 们 用 Aso(z)， Аче (н), 777. Ати (0) Ж 
АЕ САЗ) (обоз М < D 的 有 限 Š -网 (因为 直 算 子 A* 的 


企 违 向 性 集合 [A*v} (бо; №) < I) я). 8—8 
v(x) ELws(plv; №) < 1) ЯВ ок) 使 得 


HA*v — А*о |, < 
假设 当 п > 四 时 满足 不 等 式 
{1.00 — wl) At G) < + 
G х 2 
(= 1,2, 555,8), 


Шр в. 
ПА, — Аа, = sup | 人 Are — моб) да 


plvsN2)<l 
De j. [ш„(х) — (z) ] А*ь(хах| < 
eb |. Га Са) 一 mo(z) ЈА ба) + 
КТАР |z, (a) —(х)1А* (х) –А*о (х) | dz < 


e 
< > + ll, 一 sallu, аар 1А*, — А*о; „|| Nm < є, 


即 图 数列 Аи, (х) 按 范 数 收敛 于 Амо (х). 

定理 证 些 . 

注意 ， 定 理 16.1 条 件 a) 的 充分 性 可 看 成 定理 16.3 ОЕ. 
实际 上 , 设 核 k(x, y) 属于 空间 скр, 旭 对 任何 ?> 0 


Justa, акау < eo, авв) 


由 此 可 知 ,定理 16.3 的 条 件 满足 . 
事实 上 ,从 (16.8) 可 推出 对 任何 А > 0, 几 乎 对 所 有 的 xEC 


j. ААС, у) 14у < co, 


这 说 明 几 乎 对 所 有 的 x Є G 核 k(x, y) 看 成 АНС, В 
Ev,。 又 对 图 数 p(x) = АС, ум, 由 (9.12) 有 估计 式 


.CD <1 + [ме Je。 
为 了 完成 宅 的 证 明 , 我 们 只 须 证 对 任何 в > (2mes С) 
J watapas < оо, | 
这 可 由 (16.8) 推 出 ,因为 由 浴 生 积分 不 等 式 
| aareecoja< [aÍ + „|. МИС, Ух < 


< Е М,(2р)теѕ G + 
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26 х < 


k Nil2p mes СА(х, 91], 
M < 


mes G 
М,(2џ)теѕ G + 


+ Ка |) M,[N.[ 23 mes GRCx, у) Пах ду < оо, 
5. 条 件 的 比较 。 作为 第 一 个 例子 ， 我 们 来 考虑 最 简单 的 情 
JZ,ËD Lk = Lš, = 17. 此 时 定理 16.1 的 条 件 a) 和 6) 381, 核 
(x, y) 必须 满足 关系 式 


ji (z, y)dz dy < co, 


如 果 利 用 条 件 B), тнв 9 Я о", Й ра ПЕН 
ПВ Я ДЖ 


| R(x, у)ах.4у < оо, (16.9) 
с 
显然 条 件 (16.9) 的 限制 较 少 ， 
注意 条 件 (16.9) 对 线性 积分 算 子 映 L? 到 它 自己 内 的 全 严 六 
性 并 不 是 必要 的 ， 显然 ,所 有 上 述 的 全 连续 条 件 对 任何 奥 尔 里 奇 
空间 仅 是 充分 的 . 
作为 第 二 个 例子 ,我 们 指出 从 定理 16.1 的 条 件 B) 从 可 推出 线 
性 积分 算 子 (16.1) 映 L% 到 L% 内 (m>1, > ои 假 


如 核 Cx， >) 在 с 上 max{ B, а} ЖЖК, ,其 中 工 十 г =; $: 


为 了 得 到 这 个 熟知 的 千 果 (当然 ,可 以 输出 简单 的 直 扶 征明 ), 只 须 
置 (o) = [ole 

现在 设 M.G) = а + |a |) In (1 + |z |) — ||, М0) = 
一 el 一 [lz 一 L， 此 时 Ni(w) = M(x)， 从 定理 16.1 可 推出 算 子 
{16.1) 映 Lš, = Гм, 到 Ем, 内 卉 且 全 连 绕 的 三 个 充分 条 件 。 这 些 
条 件 可 以 写成 
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есес, у) а ay оо, 


假如 利用 条 件 2) 或 6), 双 可 表 成 
jap lg, 514: 4у < оо, (16.10) 
|. | 


假如 利用 条 件 B), № (о) = МК»). 

由 此 可 见 , 在 上 述 的 例子 中 ,条 件 в) 的 限制 较 少 . 

最 后 的 例子 实际 上 是 举例 设 明 了 下 列 的 定理 (从 定理 16.1 可 
直接 推出 ) ,这 个 定理 对 实质 上 非 需 非 线 性 的 积分 方程 的 研究 起 着 
重要 的 作用 . 

定理 16.5。 设 M(n) 和 N(v) НАМ М-Н N(v) 38 
是 全- 条 件 ， 又 本 对 任何 人 二 0 


1 МИАСх, у) ]4х ду < оо, 
6 


о ode 
一 |x| — 1. 为 了 使 得 算 子 (16.1) 全 连续 ,只 须 由 条 件 a) 
[јео ас, у) [Вах ду < оо (2 + 3 = 1) 
对 任何 X > 0 成 立 , 而 由 条 件 G) 或 B) 


Гек, у) [4х ду < оо, 


G 
当然 第 二 个 条 件 的 限制 较 少 。 ЧЕ ЛУ, БИГИ АЯ] 77 
中 的 条 件 (16.10) 一 致 。 这 不 是 偶然 的 ,因为 有 下 烈 的 一 般 结 葵 : 
定理 16.6. Е 
М! (и) < Du), Фи) < Ми), (16.10) 
и (LE, —> Ем,; ви. н.} то 性 算 子 都 属于 t > Ео,; 
вп. н.}. 


Ш 从 包含 关系 
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了 C Lš, Ем, С Eo, 
即 可 推出 AE{L$ 一 Eo,}. 又 由 定理 13.3 和 (16. 11) 有 不 等 式 
11, < ам, СС) € LE) 
和 
11, < gallally, Саб) € Lš), 
ЖТЯ: L$ 的 有 界 集 , 则 由 上 述 的 第 一 个 不 等 式 T 在 Lš, 中 有 界 .， 
对 此 集合 АТ 在 L 中 列 紧 。 再 由 第 二 个 不 等 式 它 在 L$, 中 列 
紧 . 
JE BBRE +E, 
从 前 面 的 例子 可 以 看 到 ,在 许多 情况 中 条 件 в) 的 限制 比 条 件 
а) #16) 要 少 。 现 在 我 们 举 出 例子 来 股 明 并 斐 永 远 如 此 .。 
а 
M.G) = ем |а|, 1, 
Ми) = (1 + (41) 1 + |41) — [| 
此 时 Ем, = L#, = Ly,。。 从 定理 16.1 的 条 件 a) A 6) 可 推出 算 子 
(16.1) 属 于 (Г, > Ем; BI，H.}， 假 如 满足 不 等 


~ {| [АС у) (1 + |А(х; у) | )4х ду < оо, (16,12) 


而 应 用 条 件 5) 就 要 归结 到 (参看 140 页 的 附注 ) АС, у) 关于 
j a > 上 可 求 和 的 假定 , 序 归 夭 到 限制 更 多 的 条 件 . 

$z EBR, 我 们 可 以 陈述 出 寻找 满足 定理 16.1 系 件 的 画 数 
(o) 的 规律 . 

在 这 里 ,我们 假定 任何 两 个 所 考虑 的 N- 画 数 Bi(w) 和 Ф.и) 
是 “可 比较 ”的 , 即 满 足 关系 式 : @ (u) < $,G) в Фи) < Фи) 中 
的 一 个 ， 在 第 一 种 情况 下 我 们 称 p (u) РЕ” Ф, Си) ,而 对 第 二 种 
情况 , 则 称 Фи) “KF” ФС). ` 

ВВ ТН Lš 和 工 总, 我 们 来 研究 N-EdËk Mi(*) 和 
ми). 如 果 字 们 中 的 较 小 者 满足 A 一 条 件 , ИБО М-РН 
5р (о), 显然 ,此 时 满足 条 件 в), ПЕ ЗЭ ЕИ АСА, у) Ez 
(与 条 件 a) 和 6) 相 比 ) 的 限制 
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如 果 画 数 Mi(z) 和 Naz(z) 中 的 较 少 者 不 满足 人 ~ 条 件 , 则 有 
两 种 可 能 : 一 

1. ИЕ MiCu) 和 N2Cn) 的 增加 速度 都 快 于 任意 才 |x|*(a> 1). 
我 们 还 假定 它们 满足 Ai 条件. 此 时 画 数 Ni(*) Мо) Я 
ИЗ РЕЧИ РЕЛЕ ЛЕ [010 (В >1)。 利用 定理 16.1 的 条 件 a) 


或 6) 和 定理 6.9, 我 们 可 以 取 PC) 一 Ме) ,在 这 种 情况 


ТЕЗИ МАМ.) 和 Ni[M:o)] 中 的 一 个 ,而 "小 于 ” 另 一 
+. AHB (о) 的 增加 速度 也 慢 于 任意 需 1v13(B>>1). 
2088 140 页 的 附注 , 满足 条 件 в) 的 画 数 Ф Со) 的 增加 速度 快 于 其、 
АЕ [| (8, > 1), 这 归 精 到 关于 核 kG, y) 更 多 的 限制 ， 

2. ЖЕ М.С) 和 (и) 中 的 较 小 者 不 满足 入 -条 件 , УЕ В. №, 
不 满足 Ai- 条 件 ， 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 利用 条 件 в), БИЧ 
9) ЯЗ МЕЖ М) Ж М.(о), 而 且 又 是 满足 ~ 
条 件 的 N- 画 数 的 余 画 数 ， 也 可 以 利用 条 件 a) 或 0), 取 丽 数 (o) 
为 画 数 M:[NiCv)] 或 Ni[Mz(z)]。 在 某 些 情况 下 ,第 一 种 途径 关 
Р АС, у) 的 限制 较 少 , 而 对 男 一 些 情 况 , 则 又 要 采用 第 二 种 途 
径 。 售 举例 以 明之 。 


Ë M.G) = =, ми) = «1а | +. а Н МС) 


ЧЕ м-н — “м 大 且 不 满足 条件。 利 
In (lu| + e) 


МАЕ в), R Co) = v1”*, Жр е 是 某 一 正 数 , 我 们 得 到 关于 
核 k(x, y) 的 下 烈 限制 : 


|| асе, уде dy < оо; 


6 


而 应 用 条 件 a) 或 б) 归结 到 更 坏 的 条 件 : 


Прасе, DFI (kG, DI + Dar dy < co 


p 
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{с in aC, У + Das ay< ee, 


G 
现在 设 
мб) = е [а 1, ми) = Саја 45; 
此 时 М-Н Ми) 同样 “小 于 ”Mi(n) 并 且 不 满足 Д-Р, 应 
用 条 件 а) 归 秆 到 关于 核 《C(x, y) 的 下 列 眼 制 : 


ас, DEI СС, DI + Das ay < eo, 


G 
而 应 用 条 件 б) 3445 
ji ГС WPI CG, У) + Dar dy < eo, 


为 了 应 应 用 条 件 в), 我 们 必须 取 (o) 的 余 М-Н Ф(и) 为 “小 于 ” 
нй д-н У, ЗОВ ИТГ 
In (|| + e) 


是 |+ |28 ЖЕН 0 < £ < 1,48 Ji Bd ФС) 的 增加 速度 与 | | [29 
(el > 0) 相 同 , 因而 归 竺 到 更 坏 的 条 件 . 

6. 全 连 秆 算 子 的 分 解 

定理 16.7. 设 M(w) 和 N(w) ЕН УЖО Ми) < 
<< м. и АА {2 12; вп. H.) 中 的 正定 ЗЕЯ 
ванн АЕ, — Ем; ви. н.}, BAC Lt: 
вп. H.], 

1. 因为 满足 定理 15.5 的 条 件 , 所 以 AE (L: — Lk; н.), 

ЖА, 为 定理 15.5 中 引入 的 映 Еу 到 Г? 内 的 算 子 , МЕ А 
是 Ai П, akar A 全 连 绩 ,只 须 证 Al 2384, 

Е ТР 中 的 画 数列 pi(x), 2《x)，*…* 在 Ev ЗЯ К, HJ 
А:ф;(х) = Аф (х) 并 且 

А.Ф» 一 go) 一 (AKC 一 Pm), pr — Фп) < 
< ПАФ, — @,)llull@, — pnlly. 

上 式 右 端的 第 一 个 因子 趋 于 0, 因为 从 A2 有 全 连 德 扩张 的 假 

定 可 推出 它 变 每 一 个 在 Es 内 弱 收 伍 的 夯 数 烈 为 Г ННД б С 
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а Zuna. 


ЭОС. ША ее: 

РАДЕ А;ф, (=) (п = 1,2, + --) 在 12 内 按 范 数 收敛 ， 

现在 假定 ф(х), Е … 是 任何 在 Ех 内 弱 收 敛 的 叙 烈 ， 
因 22 3Е Es 内 各 密 , 故 可 选 出 ?中 这 样 的 氢 列 p1(x), Ф), +", 
使 得 4, 一 pss 一 0。 В Фф), 2(x),，*… 也 在 Es Н 
fk. 根据 已 证 的 千 果 , ЗО Aipa(x) 1⁄2 ГЛ ВОЙ ОИСИ, РЕ 
列 Aiyn(x) 也 按 Г? Ў КСК, Р 

lA,G(#, — ф,)1, < ПАС, — Ф) 1,2 + 
+ ТАС, — 4,) 1,2 + ЛА СФ» #915: 

定理 证 毕 . 

仿照 定理 15.6 的 起 明 方 法 ,我 们 得 到 下 烈 命题 : 

定理 16.8. ЕЕЕ ге АЖ. 
连续 扩张 АЕ {Ех Іф; ви. н.}, H 其 中 NGO) 2 í< М(и), 划算 
Ах 

А = HH*, 

其中 H € (2 —> Lla ea, в, 而 H* НЕ, EBE 
{Ey > L2; Bn. H.]. 

7. 关于 场 位 型 算 子 ，. EZE G E: n ЕРОТ PL ИЖС 
充分 光滑 的 边界 ). 

ЗАМЕНЕ РВ р, ВАРЕНЬЯ 
且 满 足 条 件 


a 


АС, 1 < (z,y €G), (16.13) 


其 中 + 是 点 x У 之 问 的 距离 

场 位 型 算 子 的 详细 理论 是 索 波 列 夫 (C, Л. Соболев) 联系 于 
恢 入 定理 发 展 起 来 的 5"， 案 波 列 夫 和 其 他 作者 证 明了 当 数 ,a 和 
”空间 的 维 数 ”满足 一 定 关 系 时 , 场 位 型 算 子 映 空间 L° ЗЕ 
f L= ВОЕНО СР. 特别, 当 2 = 二 时 , 根据 索 波 列 
夫 定 理 , 场 位 型 算 子 映 空间 L2 到 任意 的 空间 Е > 1) 内 . 
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利用 关于 线性 算 子 分 解 的 定理 ,上 述 精 给 可 以 得 到 加 纺 . 
设 A 是 映 到 它 自 己 内 的 线性 积分 算 子 ， 写 的 核对 称 且 满 


足 条 件 (16.13) ,其 中 人 一 2-50) А? 同样 是 线性 积分 算 子 ,其 核 为 
(х,у) = Ë R(x, х)к(=, y)dz, 
利用 条 件 (16.13) 直 接 计 算 之 可 得 


6х, у) <+ с |1. (16.14) 、 


Bi) k (z, y) Є 18, Ж Ш (и) = еі — ||. 1, 

由 定理 15.4 可 知 , 核 和 (x, у) 所 定义 的 算 子 A? В Еф = 
= L¿ 到 L$ АЕ, Ruh Фи) = (+ [а [001+ [| ||. 
又 А? 是 算 子 А? 的 连续 扩张 ,于 是 应 用 定理 15.5 便 知 A Є {1° 
1$; н.}. ` 

W (ag) = [Сен — 1), 其 中 0 二 。 二 1. 不 难看 出 ， 
Ч.) 满足 A 一条 件 。 因此 祭 画 数 (xn) 满足 人 ~ 条件 。 又 上 面 
所 构成 的 核 (x, у) 属于 空间 Ре, 因为 


J ЧС, y) | ax dy < co, 


ВН, ИРА Eo, 一 Lš, 8 Lš, В, 理应 用 定理 
16.7 #4 А Е (2 — L$; ви. н.}. 

由 此 可 见 ,下 列 定 理 成 立 . 

定理 16.9。 НЕХ АСУ) 满足 条 件 (16.13), 其 中 4 一 一 ， 


ЩИХ АС, y) 所 定义 的 线性 积分 算 子 A We L: #J Lš mat Butis, : 


其 中 de 而 县 又 可 看 成 是 歇 二 到 L$, 内 的 


大 家 知道， С (对 齐 性 边界 条 件 ) 的 格林 男 数 对 站 
和 维 区 域 满足 不 等 式 


[RCx, y) < я 
我 们 得 到 定理 16.9 的 条 件 。 因而 在 四 准 区 域 的 情况 下 ,格林 
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夯 数 所 产生 的 线性 积分 算 子 属于 {一 L$; u.) 和 {12> 14; 
вп. н.}, 其 中 于 (nx) 和 G) 是 上 面 所 定义 的 N- 画 数 . 
А 再 注意 这 样 一 个 事实 : ФЕИТ НЕЕ СХ ЕБС 386 
- 满足 条 件 
[Еву <5+ с |1. 
于 是 从 定理 15.6 可 推出 ,由 该 格林 画 数 所 定义 的 线性 算 子 A 能 够 
分 解 成 A 一 HH*, ЖрНЕ{1?-> 1$; н.}, 而 H* 是 {Eo 一 . 
12; н.} ят, 
从 定理 16.8 又 可 推出 类 似 的 表达 式 A = HH*, 其 中 HE {17 
— L; Bn. н.}, H* € ( Eo, > L2; Bn. H.}. 
在 上 述 的 两 个 结论 中 , N- 画 数 Ч (и) 和 E (a) 是 定理 16.9 的 
叙述 中 所 指出 的 画 数 ， 


$17. 最 简单 的 非 线 性 算 子 


1. 卡拉 太 层 独 里 条 件 。 我 们 称 两 个 变量 z€ G, 一 co<w<oo 
的 实 值 丽 数 FC ae) 满足 卡 拼 太 屋 独 于 条 件 ,假如 此 对 几乎 所 有 的 
x€ G 关于 ”连续 , 井 且 对 每 一 个 确定 的 “关于 zx 可 测 . 

我 们 有 下 列 定理 

em. СО о е 


саре зай," 
定理 条 件 的 充分 性 是 明显 的 . 必 妆 性 的 证 明 参 看 [23],[212. 
以 和 表示 由 等 式 
(х) = Их, и(х) ] (17.1) 
АРЕНЕ ЕЕ ЕБТ SE BS Ec n(x) (x € G) 的 集合 上 . 
老 满 足 卡拉 太 屋 独 里 条 件 , 刚 由 定理 17.1, 算 子 1 变 可 测 画 数 
为 可 测 夯 数 ,而 依 测度 收 伊 的 画 数 列 仍 变 为 依 测 度 收敛 的 丽 数 烈 . 
今后 在 研究 公式 (17.1) 所 确定 的 算 子 时 , 我 们 常常 假定 相应 
的 画 数 满足 卡 控 大屋 独 里 条 件 . 
2. 算 子 f 的 定义 域 。 我 们 读 得 , 记号 ПСЕМ, r) 表示 所 有 满 
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E 4(z, Ем) < r К а(х) Єй КА ( 见 79 H), 以 T(x 
r; Е) 表示 中 心 在 巴 拿 险 空间 五 内 的 点 《而 生 径 为 7 ЈЕВ, 
引 理 17.1。 № А 
fi(x, 0) =0 (566). (17.2) 
ЗЕЯ Р T (0, r; ТА) ВРЕТ СД, La, 或 Bu 内。 
到 算 子 相应 地 映 1C ws") SEE] La, ЗЕ Lu, 或 Ew 内 . 
ЗЕЕ h Bak T (0, r; Ew) 到 ,Lm Бы, П, ПРАВ 
地 时 整个 Ew 到 La, Ем, 或 Ew 内 
ЗЕ. (Б а(х) € (Ew,,7), 旭 由 引 理 10.1 可 找到 集合 G.C G 
ВЕ и (к) кб; Со) € Ем, ЗЕ E. wlly, < 7,9 (я) 二 w(x)kCx; 
GNNGo)， НР x(*)k(Cx;i Со) 有 稳 对 连续 的 范 数 , ВЖЕ uC) 
可 以 写成 
и(х) = (x) 十 za(z) + +. + (a), 
其 中 四 ily < г = 0,1, 6, R), #F E 34 ; 2 j B$ 
‚ ибдикю = 0 (#66). 
由 (17.2) 有 
Ри Се) (х) =0 (ЄС, Ф ) (17.3) 
和 
Баа) 一 иок) + f(x) 十 + Вик). (17.4) 
3FhT(0, r; 工 总 )C 工 总 , 则 公式 (17.4) 右 端的 每 一 项 均 为 Lš, 
的 画 数 ,从 而 hu(x) 属于 Lš, | 
ВТО, r; Гм) Lu,, 旧 由 (17.3) 


k 
мепьсотак = > | маа ак < eo, 


ВП ha (<) € Lu,. 

若 fT(9, r; L$) C BE， 划 (17.4) 右 端的 一 切 项 均 为 Ev, 的 
图 数 , 从 而 а(х) Є Ем,. 

最 后 ,假如 将 看 成 是 仅 定义 在 Ем, 上 的 算 子 , 那 未 (x) 三 0， 
А АТС, r; Eu) C IK 可 推出 (17.4) 右 端的 一 切 项 均 属于 
Іў, 从 而 fu《x) € Г, 
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其 祭 的 情形 可 以 相似 地 讨论 之 . 
引 理 证 华 . | 
“假设 М-РН Ми) ВЕ А ЖРЕ, ПВ 17.1 可 推出 算 子 
ВЖЕ LE, = Lu, = Ем, 上 ， 假 如 它 定 义 在 该 空间 的 
任意 一 个 球 上 。 自然 提出 这 样 的 更 题 , 即 当 Mi(w) 不 满足 Ay- 条 
件 时 ,上 述 事实 是 否 仍 成 立 。 今 证 这 是 不 可 能 的 . 
事实 上 ,假如 М.и) 不 满足 Az- 条 件 , 则 算 子 
иб) = Mi{ Ми) ]} (17.5) 
映 空 间 上 总 的 单位 球 到 Гм, 内 ,因为 当 1, < 工时 


Í wateGolaz = | Ma) зах < lla < 1 
с с 


”但 在 任何 牛 径 + > 1 ПЕРУН Е H ВС u(x) 使 得 hu(x) Е Luis 
为 此 只 须 选 画 数 a (a) 不 属于 Lu, 且 具 有 范 数 |1, < 
‚ В М-Н МКи) 满足 Ay- 条 件 , 则 算 子 (17.5) В Lk 
的 单位 球 到 工 疡 ,Ls,， 和 Ew, 内 ,因为 Lš, = Гм, = Es. АНЯ 
非 在 年 径 较 大 的 球 上 它 的 值 也 都 属于 Г, 
定理 17.2. 发 算 子 和 映 基 个 球 了 9， 7; Га) 到 空间 Lš, 8% 
空间 Ем, 内 ， АҒ Í usuta ПСЕ, r) 100 Гм, z 或 空间 Ем, 


ж. 


АИО и вы, ПИРЫ 
至 个 Bu РЕТИ 

WE. ЕСА (х, и) = Кк, и) — Кх, 0) 满足 条 件 (7.2), 
故 对 算 子 hu《x) = АГ, Са) ] 可 以 应 用 引 理 17.1, аар нЕ Н 
定理 的 和 结论, 

3. ЗЕРЕН. 喘 巴 拿 哈 空间 了 E, ЗЕ В, 
内 的 非 线性 算 子 B 称 为 在 点 wk Ei 处 连续 ,假如 

lm lBx— Bulls,= 0 


«ЕЕ 
Пао, >o 


БЕЯ РЭБВЕН ЯКЕ, 从 在 一 点 的 连续 性 推 
不 出 在 其 写 点 的 连续 性 ， 一 般 来 设 ， 非 线性 算 子 可 以 只 定义 在 空 
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间 E, 的 子 集 上 ,这 一 点 通过 算 子 f 的 例子 我 们 已 经 看 到 . 
非 线性 算 子 В 称 为 在 空间 E, 的 球 T .上 有 界 ,假如 
зыр lBulls, < со, 
ЕДЮ, ЗЕВСА ЕНН А 
+: 存在 有 界 的 不 连续 算 子 , 反之 又 存在 整个 空间 上 的 连续 算 子 ， 
它 在 某 球 上 无 界 . | 
今后 我 们 需要 文献 [214, 31, 35, 36 5 ] ТН: 


за L ОБН ВД, ПЕНН e(z, оф 
件 

[glxs 2)| < аб) + b|u| ЄС, – оо <и < оо), 

定理 17.3. ВЕЗЕТ ВЕ ПСЕ, r) Ем, 9, ИМЕЕТЕ 
ПСЕм,; r) 的 每 一 点 连续 ， 

证 。 首先 在 和 9 二 0 的 假定 下 来 证明 算 子 f 在 空间 Lš, 0039 
ОЕ. 如 车 不 然 , 则 存在 画 数列 xs(z*)E 工 总 (一 1 2，… 
使 得 


ГА (17.6) 
而 
П, м, 2а (一 1 2，…)， (17.7) 
其 中 人 是 划一 正 数 ， 由 引 理 9.2 从 (17.6) 可 推出 
| lim м2. е = о. (17.8) 
双 从 (17.7) 可 推出 | 


[м2 ое > |2,0 122. (17.9) 


由 此 可 见 , 假如 算 子 1 ЕЕ АЗИЙ, 旭 存 在 男 数列 u, Ce) € 
EL 总 ,使 得 关系 式 (17.8) 和 (17.9) 同 时 成 立 . 
现在 考虑 由 公式 
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gu(*) 一 ml 


所 定义 的 算 子 g. 
”如 果 w(x) 是 可 求 和 画 数 ， 那 未 Mi'le(e)] € Гы. 由 定理 


1041, месте ПЕ, 3). 因此 


2 (z м0) 


а 


СМР En (sa. +). 
根据 定理 的 条 件 | 
í (= Mi'[eG0)1] € Ea, 


Я Е” ф(х) Є, 由 引 理 17.2, Bh L РЕА БРА g TE 
点 连续 ， 因 此 从 (17.8) 可 推出 


lim j. ç lu Ë 0] = lm j. м, [2 Ë, оа = 0, 


这 与 (17.9) 发 生 了 矛盾 ， 

换言之 , 算 子 f 在 空间 Lš, 的 零点 速 丢 ,假如 i0 = 0. 

让 我 们 转 到 一 般 的 情形 。 不 附加 其 宅 的 假 屋 来 证 明 算 子 f 在 
集合 (Ew,, т) 的 任意 点 w(x) 连续 。 设 d = d(a, Ем). 显然 
4<;. ЯР m(*) 的 连续 性 等 价 于 算 子 

ба Ск) = Пао (а) 十 z(z)] — Боба) 
在 空间 工 各 的 喜 点 的 连续 性 。 32-f h ВЕ ТСО, е 一 d; Là. 到 
Ем, 内 ， 由 定理 17.2, ПСЕм,, е —4) 到 Ем, М. М 0=0, 
ЯШНЫ ЕВА оа ну Su ЕЕ 在 L, 的 雳 点 连续 . 

定理 证 些 , 

注意 定理 17.3 只 输出 算 子 连续 性 的 粗 烽 的 判别 法 ， РАД, 
甚至 从 字 推 不 出 映 空 间 3 到 它 自己 内 的 恒 等 算 子 (fu(x) 一 x(x)) 
的 连续 性 ,假如 M(x) 不 满足 Ay- 条 件 . 

车 在 定理 17.3 的 条 件 中 N- 画 数 Man) 满足 А, НИНЕ 
理 表明 算 子 { 连续 ,假如 字 映 ПОЕМ, r) 到 空间 Lš, 一 Lu, = Ем, 
内 。 自然 提出 这 样 的 问题 ， 即 算 子 f 225, ЕЦЕ 
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ПСЕм,, r) 到 空间 Lš, 内 ,而 Ми) 不 满足 АР. ЗЕЯ! 
未 必 一 定 连 织 。 让 我 们 引 和 下 面 的 例子 。 
gy . 
(х) = МАМ [u (x) 1), (17.10) 
其 中 M (a) 满足 АЖ, 而 М) 不 满足 Az- 条 件 ， 显然 和 映 
ПСЕм, 1) = Lu, 1 Lu, 内 ， 设 v(x) 属于 Lu, 但 不 属于 Ew, BI 
由 引 理 10.1 


| а [о оны, = dv, Ev) = 420, — (7.41) 
其 中 
реб). š8 100) «ит, 
си М 当 | (х) | > n nj. 12) 
BB 3k 


и„(х) = MT' [M,[ e (z) — о, (х) } 

属于 Lu, # В. 

Hm |м) а = lim Í мес — (542230; 
双 因 在 Lu, РЕКОВ 151226 ОЗЕ ИТ, С 

lim luul = 0, 

从 上 述 等 式 和 (17.11) 可 推出 算 子 『 在 空间 Lš, ЗЕЛЕНЫЙ А 
Ж фи (х) = v(x) 一 vn(z)。 

4. 算 子 f 的 有 界 性 . 算 子 f 在 空间 Г, 的 球 的 值 域 上 的 有 界 
性 ,可 以 在 较 算 子 的 连续 性 的 定理 17.3 更 少 的 限制 下 得 到 让 明 。 

定理 17.4。 ВИТАЯ ТСО, r; Lš.) 到 类 L., ВНЕ 
f 在 任 何 球 Т(Ө, ri; 14) < <„) 上 有 界 : 


sup 1м, < со. 
llalla, < 


证 。 因由 引 理 17.1， ие É ПСЕ, r) 到 类 La, 
内 , 故 算 子 
воб) = м Мом — 1 00) 
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映 工 到 工夫 . 
因 对 而 数 n(x) € T(0, ru; Lh) 有 


Ја, 


故 由 引 理 17.2 
u(x) 
a. | и 0) аео, 
вр 
i | м, [+ б) = 1. | д9; 

Пы JG 2 2 
因而 

sup few < 1001, sup Мм 一 和 lw < 

Hall <i ПАР 


< Мы, + AL + р ІК? [+ вс = 


м, < 
一 2, | ax) < оо, 


яв. f 

自然 提 轴 这 样 的 半 题 , 即 算 子 f 是否 在 个 径 更 大 的 球 上 有 有 界 。 
ЖАН. 作为 例子 ,我 们 重新 考 虚 算 子 (17.10), 并 且 假 定 
M.G) 不 满足 Ai- 条件 ,而 М.) 满足 Ai- 条 件 ， 

因 算 子 (17.10) 映 类 L, 到 Гы, = Ew 内 ;, 故 由 定理 17.3 ЕДЕ 
Ем, ЕЕ. Е Т 的 值 在 每 一 个 球 T(9, 1 + e; Ем) 上 
无 界 ,其 中 s 是 任意 正 数 ， 因 为 Ma(z) 满足 Az- 条 件 , 所 以 按 范 数 
有 界 等 价 于 平均 有 界 , 于 是 只 须 证 存在 夯 数 列 u, (z) € T (0, 1+ e; 
Ем) 使 得 


Milla, (a) 4х 一 


sup j 
llalla <1+6 ЈС 


ана | мб) ах = co, — (1743) 
Палме ЈС 


ЗЕВС mm(*) 是 由 等 式 (17.12) 所 定义 的 画 数 ,其 中 w(x) 是 这 
样 的 丽 数 , 宅 不 必 于 L, 井 且 使 得 lalu, 二 1 е, 从 定理 10.1 
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可 推出 如 此 的 画 数 wz) 是 存在 的 .如 果 对 画 数 za(*) 关 系 式 (17.13) 
不 满足 , 则 由 法 都 定理 ( 见 69 В), 0 и(х) 属于 Гм, 
5. 算 子 f 的 一 般 形式 . 
\ 定理 17.5。 算 子 和 映 类 Lu, 到 类 Lu, 内 当 且 仅 当 
МИКх, и)] < а(х) + bMi(u) 
(x€G,— co <и < co), (17.14) 
其 中 e(z)EL:5 二 0 
WF. ЯЕ Р Ly, 到 Lu, 内 ,划算 子 
gz(z) = МСМ (z) 1} 
映 工 到 宅 自 己 内 ,于 是 由 引 理 17.2 
м. х, М0) 1) < а(х) + blv|, 
在 此 不 等 式 中 命 ç = Mi(n) 即 得 (17.14)， 
条 件 (17.14) 的 充分 性 是 明显 的 ， 
定理 证 华 | 
假定 条 件 (17.14) 满 足 , 则 由 (1.20) 
х, 1)| < (z) + ММ] 
(zx €G, — оо < x < co), (17.15) 
其 中 (а) = МЕ) Ги, 由 此 可 见 ,条 件 (17.15) 是 算 子 f 
映 Lu, 到 Lu, 内 的 必要 条 件 ， 当 N- 画 数 Ma(z) 满足 Ai- 条 件 时 ， 
条 件 (17.15) 同 时 还 是 充分 的 , 因为 此 时 从 (17.15) 可 推出 (17.14) 。 
6. 算 子 巡 粳 性 和 有 界 性 的 充分 条 件 、 ”从 上 述 已 证 的 结论 
可 推出 
定理 17.6。 ИЖС, ч) 满足 不 等 式 


е, «1 < (0) + ама [人 9] 


(x €G, — о < x < co), (17.16) 
其 中 c (z) ELw,, b > 0,#F B. N- 画 数 Mi(w) 满 足 A:- 条 件 ， 则 算 
ЕЯ i 喘 H(Ev,, r) 到 空间 `L, = Ем, 内， 在 ICEw， r) 的 一 切 点 
255 且 在 每 一 个 球 то, п; Lk) (r, < ;) 上 有 界 . 


#7 N- 画 数 Mil) 不 满足 A:- 条 件 , 则 为 了 保证 算 子 1 的 连续 ` 
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, 


r 
性 就 需要 要 求 它 的 值 域 属于 н, 因此 对 画 数 f(x, z) 也 就 需要 加 
上 更 强 的 限制 . 
定理 17.7. а: 1х, и) 满足 不 等 式 


око еке +o [ee [м] 


(x*€G,— оо < x < co), (17.17). 
и вон <, r ЕЖ. HSE í 
球 T(b。 vu Là) РЯ. А, 

7. 算 子 f 与 Е В. ИЗ БОЕРА НТА 
#R T(0, r; Lš) 到 Ем, 内 的 假定 下 证 明 的 , 而 算 子 1 的 有 界 性 是 
在 更 弱 的 假定 下 建立 的 让 我 们 在 这 种 更 骚 的 假定 下 来 鲈 明 算 子 
f 的 某 种 较 弱 意义 的 连 策 性 . i 

а 17.8. ет, f 映 球 205 r; 工 总 ) ие Lu, 内 ， НЕЯ 
асет, н; аан со 
的 机 数列 fws(z)， | 

证 。 МУЖ и, Са) БЛИЖНЕЕ oC) , 则 它 傅 测 度 收 
化 于 该 画 数 , 所 以 画 数列 fs(x) 傅 测 度 收 敛 于 画 数 烈 ha (a), 由 
于 画 数 m(*) 是 球 T(9, r; Lš.) ВОК НИЖЕ Г 
ВЕ aG) Е Т(0, ri; 15), Ж < r, 故 从 定理 17.4 可 推出 
画 数 列 fe, (a) 的 范 数 一 天 有 界 。 于 是 由 定理 14.6, 误 图 数列 Ех 
ОВС Э ао) : 

ЕВЕ, 


$ 18. 可 微 性 、 范 数 的 梯度 
то. АННЕ Е (或 在 
此 众 半 的 子 集 上 ) 的 实 值 泛 本 
我 们 称 泛 男 F(x) 在 它 的 定义 城中 的 内 点 sa Ge) 处 可 微 ,假如 
它 的 改变 量 可 以 写成 
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Е(ш + $p) — ЕС) = (СВ) + oGa, А), (18.1) 
其 中 1u(4) 是 ГЕ БИН ТЈ oG, 5) 满足 条 件 


оа, А) _ 
Hala А ° и: 


ЗО ЕС) 在 集合 Л .上 可 微 ,假如 它 在 集合 %t 的 每 一 点 
可 微 . < 
变 元 素 xzo(*)《 ЗА 1, 的 算 子 『 称 为 泛 画 F(w) 的 梯 
ВЕ. 梯度 映 空间 L$ ЕТ ОРЧ. 259 Lš 可 以 看 成 共有 空间 
的 子 集 ,其 中 N(v) 是 MG) 的 余 М-Н. 假如 梯度 映 到 Lš РЧ, 
则 等 式 (18.1) 可 以 改写 成 
Е(ш + л) — FGa) = (Ги, #) + oG, А), (18,3) 
其 中 符号 Go, 4) 和 平常 一 样 表示 内 积 


G, a) = [бони € L8, А0) € LI, 


变 男 数 w(x) ЭРА Ги, (х) 的 算 子 仍 保持 梯度 的 名 称 。 

2. 画 数 9(x) 的 可 测 性 ， КРИ Р(х, и) (€ G, — co < 
< 00) 满足 卡拉 太 屋 独 里 条 件 并 且 关 于 н 有 连续 的 导数 Fi(x， 
4)， 显 然 ,函数 Рах, и) 也 满足 卡拉 太 屋 独 里 条 件 。 

№ x(x) 是 某 一 在 G 上 可 测 的 函数 , 则 从 有 限 改变 量 公式 可 推 
出 ,存在 画 数 0(x) 使 得 

Е(х,и(х)) — Р(х, 0) = u(x) FCx, Ө(х)м(х)), (18.4) 


一 般 来 设 , 画 数 0(x) 不 是 唯一 确定 的 。 下面 将 要 利用 如 下 的 - 


结论， 

引 理 181。 ебли 

0<0@)<1 (18.5) 

унес), ЕВЕ, 

ЗЕ. 图 数 0(x) 对 每 一 个 x€ G 定义 为 满足 等 式 

F(x, и(х)) — F(x, 0) = и(х)Еи(х, Ou(x)) 

的 0€10, 1] 的 最 小 值 。 该 最 小 值 存在 ， 因为 F,(x, и) Зи 
8. | 
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ea 


ВЖЕ e> 0, 则 由 重金 〔H. Н. Лузин) 的 C- 性 盾 和 定 
BB 17.1 可 选 出 集合 G1 C G, 使 得 mes (G`N G) < s Ж#Н 
F¿(x, и), F(x, 0), Е(х, и) 和 u(x) 当 x € С, — оо < x < co 
时 对 一 切 变量 连 德 。 因 ЧЕ С АРЕН Ж 6(*) 在 G, 上 可 测 ， 
ЄС, x, € Са = 1, 2, ° …) #Ë R. 


їх, = м, lim0(x,) == 0,, 


在 等 式 ` 

下 (xn u(x,)) 一 F(x,, 0) = и(х,)Е их», 0(x,)u(z,)) Š 
的 两 边 取 极 限 , 得 到 

F(xo, u(x0)) 一 F(xo, 0) = и(ж)Еи(жо, Вх). 
从 上 述 等 式 可 推出 
(xo) < 6. | 
82,4% 0(x) 在 G, 上 下 千 连 禹 ,因而 可 测 。 ; 
рана, | 
3. 算 子 ГВ. 让 我 们 来 研究 泛 男 
FG) = |. dx |. fCx, s)ds. (18.6) 


ВАН МАКИ Е E: VZ Bd F,G) 定义 在 空间 Zi 的 子 集 上 ,而 
LR УЖ І? 的 子 集 ， 此 时 МВ M(z) 与 其 余 N- 丽 数 N(v) 有 
关系 式 N(x) < г < М(и), 19 NGz) ПЗ ЕЖЕ 2, HI 
КЕМУ ГЕ АЖ. 今 在 此 假 届 下 来 证 归 下 列 定 
ни. 
#181. ПЯТНА ПСЕМ, r) #J LS = ГУ, ДНЕМ 
(18.6) 在 (Eu, r) 上 有 定义 并 且 可 微 ， ево > 
k 
WE. 000) € ПСЕм, т), 则 由 引 理 18.1 可 找到 满足 条 件 
(18.5) нг] ӨС) 使 得 


FG) = í. a| |” е, yas = |, 069965) абдан, 
BL 000) (х) ЄПСЕМ, ғ). На, ди) 1 € 4, Ф 
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ти 


是 
ТЕЗ) < ви < co， 


тарту енін F.C) 在 HCE,, r) 上 有 定义 ， 
由 周一 个 引 理 可 知 ， 对 每 一 个 适合 Jallu < 一 4(м, Еу) 的 
ИЕ h(x) € L 半 相应 的 有 满足 条 件 (18.5) 的 可 测 丽 数 0,(x) 使 得 
Є + в) и F,G) = (fa, ГЭ]! < 


<|| tc, 96) + 00000689) 一 
с 


— Кх, u(z))]6<<)dx | < 


< 用 (Ge 0,0) — мым. 

从 上 述 不 等 式 和 『 的 连续 性 〈 定 理 17.3) 立即 推出 f 是 泛 画 
Fi(w) 的 梯度 。 ` 

ZEBBRIE+E, 

4.608381 最 简单 的 算 子 f 中 的 一 种 是 线性 算 子 站: 

fu(x) = а(х)н(х), А (18.7) 
其 中 а(х) 是 某 一 确定 的 丽 数 。 ЗЕЯ БЗ SEZE 5 13 
(第 +4 和 5 ОБРАЗ. 

若 图 数 a (z) 有 界 , 则 易 见 算 子 f 映 每 一 个 奥 尔 里 奇 空间 到 它 
ВОН. 

从 定理 13.7 和 13.8 以 及 不 等 式 (13. 19) 和 (13.27) 可 推出 下 
ЯНВ: 

ЖН 182. а(х) 61%, д (18:7) ВА Lš, #J Lš, РЕ 
лана, АЕ de М-Н Си) 和 О ВН Е ЕА 
的 值 

К(и) < Mz:[M (au) ], О(и) < М; Ф(ом)] (18.8) 
е М-М, (и) 满足 人 ~ 条 件 并 且 
RG) < ММ аш), МӨ) < Ф[М:(ош)]. (18.9) 
Паш], < Даю} м, > 
ЗАРН «СО. 
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在 上 述 定理 的 条 件 中 a 是 某 一 正 数 . 
5. 弗 力 许 寻 数 ， 设 非 厂 性 算 子 A 映 巴 拿 险 空间 下 到 巴 拿 哈 
#E E 内 。 我 们 称 线 性 算 子 也 是 算 子 A 在 点 EB Е 
假如 
А(ш + А) — Ax, = ВА + wir. h), 
其 中 : 


lm Па, А0015, — 0. 
ТАТУ) АЕ 


此 时 线性 算 子 B ГРЕВ) Е ЗР Е, 内 ， 


具有 弗 力 许 导 数 的 算 子 称 为 可 微 的 ， 若 算 子 在 某 一 集合 上 可 


АЕА ВЫ. 


定理 138; Ен ав . ЖЕ: НН 
ВНЕ, 
Ви Са) = lz, u(x)) (18.10) 
映 球 Тб, r, ТА) i 空间 Ls АЯ Et. ЕН ВАС MG), 
MG) 和 Ф(и) 满足 条 件 (18. 8) 或 (18. 9), 
ЕА i жж то, ғ, 11) 的 每 一 个 内 点 处 按 弗 力 许 意 义 


араа НШ Варои) € T 由 下 列 等 式 确定 : ° 


BG) = fiuCx)hlx) CAG) € Lš), 
证 。 由 有 限 改 变量 公式 
fx, uCx) + AG] — Их, и] — Их, ul) 8 = 
= (ау ulx) А оС) ак) Ша, а (а) 00), 
(18.11) 
其 中 0 < 0,00) < 1, 并 且 由 引 理 18.1 ДУ 0,00) 是 可 
测 的 , 
У (x<) € Ly, ËB 1214, 充分 小 , АЛЯ (z) + (х) 和 n(x) 
+ 0,(#)5 (4) 属于 球 T Go, 7; L$), FH3ERB 18.2 к, w(x) МС) 
和 等 式 (18.11) 右 端的 一 邹 项 都 属于 空间 11, ЖЕНЕ 
* 172. 


Па) еб - Вы, < list 0,2) — ЈА, 


从 而 由 外 的 连续 性 即 可 推出 
im МЮ — м — hu А, — 0, 
АТР ПА, 
定理 证 上 华 . 


作为 第 一 个 例子 我 们 求 考虑 算 子 
0) = 2%, 
从 让 理 17.6 可 推出 算 子 下 映 球 T (9, 十， 总) 到 na, 一 2 
Я, ЖЕН M.G) = 2191 |а| 一 1， 再 由 定理 17.2 和 17.3, ФА 
п (Ем, 1) зугтаан 
РЕБРА А ЕВО ВОЛЕН BAG) 一 ВС 在 
1 


жб € (Ем, 1) 处 有 形式 


Bh(x) = е9 (х), 
应 用 定理 18.3, 2 Ф(и) = ||", 其 中 
uN ИИ 一 2? 
0<в< 2 


而 了 是 中 心 在 点 «(*) ЕЯ, 一 — 5 一 00и, Eu) 的 于 


3 


显然 算 子 1 喘 球 了 到 工 内 ， 因 为 球 T C n (s, 2). 又 

(9 = ев т (0, 1:15), 
а а. 

是 从 定理 172 和 17,3 ТЕНЕ ВА П (Ew， 1, 5). РТ 
到 L$ = 128 НИЙ, 

为 了 证 明 的 最 后 完 戊 ,只 筑 再 验证 条 件 (18.8) 确 实 满足 , 假如 
@ К(и) = M.G), О(и) = Ni(z)。 

作为 第 二 个 例子 我 们 来 考虑 算 子 

(=) = эти(х), фи(х) = cosx(z), 


这 些 算 子 映 任何 奥 尔 里 奇 空间 Jš, 到 每 一 个 集合 Eu, 内 ， 因 
而 属于 (LE, > зн.) ГА, C 工 世 ,划算 子 Bh(x) = пи). 
“h(x) 是 算 子 1 的 弗 力 许 微分 . 

在 所 引入 的 例子 中 , 算 子 i 是 在 某 个 球 7 内 的 每 一 点 处 可 微 . 
这 也 就 是 可 微 性 的 让 明 显得 简单 的 原因 所 在 ， 我 们 不 难 输 出 在 奥 
尔 里 奇 空间 夫 的 某 一 点 处 可 微 ， 而 不 在 以 该 点 为 极限 点 的 集合 上 
可 微 的 算 子 的 例子 。 

АР, 

(х) = sin (е0) 一 15 (18.12) 
则 二 可 看 成 是 { 一 12} 中 的 算 子 。 在 该 算 子 可 微 的 点 处 , Е. 
弗 力 许 微分 显然 有 形式 
Bh(x) = 2и(х)е* © соз (е0) 一 12% (=). 

ВЯ ЕАИС О G) 才 属于 空间 L2: 34 h(x) == 1 时 
对 在 Ге ЗЕЕ РНС и (=) 的 集合 ,上 式 右 端 并 不 属于 ГЛ, 

下 面 将 要 证 明 算 子 (18.12) 在 空间 二 :的 雳 点 处 可 微 . 

6. 可 微 性 的 特殊 条 件 。 ”本 上 段 将 要 指出 算 子 1 在 奥 尔 里 奇 实 
间 的 一 点 处 的 可 微 性 的 特殊 条 件 ， 我 们 仅 限于 计 花 在 空间 的 零点 
0 处 可 微 的 条 件 ， 因 为 算 子 gu(x) = g(z, u(x)) 在 点 mkx*) 处 的 
可 微 性 等 价 于 算 子 fu (a) = g[x, w(x) + w(x)] 在 雾 点 处 的 可 微 
Е. 

下 面 研究 满足 以 下 条 件 的 画 数 (x, м). 
A) 不 等 式 
бе, и) — flx, 0) — flx, 0)u| < (|а|) 
(x €G, — co < x < оо) (18.13) 
成 立 , 其 中 R(z) 是 使 得 R(0) = R'(0) = 0 的 连续 非 降 画 数 , +E: 
且 还 存在 对 自 变量 的 一 切 值 满足 入 -条件 
Р(ио) < CP(u)P(v) (18.14) 
的 N- 画 数 P(x) ВАНИЙ м 22 м, из 22 s А t < sa НЕ 
出 
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К(и) кош) ~ (18.15 
Plm) ОР. и 


р, о 是 正常 数 . 
把 图 数 P(z) = |= |'(r > 1) 看 作 是 丽 数 P(w) 极 为 方便 ， 对 
”于 这 样 的 画 数 P(x), 条 件 (18.15) 满足 ,假如 R(u) 是 满足 A- 条 
件 的 М-Н ЕР. 
事实 上 ,在 这 种 情况 下 对 自 变量 较 大 的 值 有 zxRGe) < Е (Фи), 
其 中 > 是 某 一 常数 ,因此 对 较 大 的 值 和 wz 从 wu < ww 可 推出 
aG < Ra) < (ш) = 1⁄4 из К (из) <y , RC(vuz) 
м1 (a) ° 
тызан, 看 成 映 了 总 到 Lš, 内 的 算 子 1 可 
微 性 的 主要 条 件 是 建立 在 不 等 式 (18.13) 的 基础 上 。 29 ТЗ 
不 等 式 可 以 保证 算 子 和 的 可 微 性 ,显然 必须 要 求 “ 
km АО, о 


LT llalla, 
ВИРАЖ 4(x) 为 测度 趋 于 0 的 集合 的 特征 西数 , 则 条 件 转 为 
т МЕС) 一 
lm ми) 0, (18.16) 


其 中 Ni(o) 和 (0) 是 М, (и) 和 M2(w) 的 余 和 N- 责 数 , 因 为 对 于 和 集 
Фс, (mes G, = 1) 的 特征 画 数 k(x) 


ROONy, — №") 
Пей CC моу 
аж e > 0, 从 (18.16) 可 推出 对 自 变 量 较 大 的 值 
Natl(z) < ем»). 

从 上 述 不 等 式 双 可 推出 У № N,v) 的 增加 速度 其 快 于 N- 
ВЖ Ni(")。 再 由 引 理 13.1,N- 画 数 M,(u) 的 增加 速度 商 快 于 N- 
ВИЖ М.и), ПЕЕ є > 0, 对 自 变量 较 大 的 值 满足 不 等 式 

Мхи) < Mi(en). 
为 了 使 得 敲 不 等 式 满足 ,只 须 画 数 Mie) 和 Ми) ВОН ЕЖА 
м2 Ou)] < Mi(u) (u>), (18.17) 
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其 中 9(w) 是 某 一 м. 
以 后 我 们 将 假定 条 件 (18.17) 恒 满足 。 此 时 出 定理 13.3 可 找 
到 这 样 的 常数 g > 0, 使 得 
llally, < qllully, Саб) € ТА,). (18.18) 
再 研究 条 件 
B) 算 子 
ПАС) = ЕС, 0)h(x) 
映 Lš, 到 工 包 内 井 且 连续 
注意 ,由 (18.17) 条 件 56) 恒 满 足 , 假 如 画 数 a Ga) = jx,0) 有 
Я. ЕН а(х) 无 界 , 那 末 满 足 条 件 Б) АЯЙ а(х) 属于 空 ， 
HU 24, 其 中 G(z) 满足 定理 18.2 的 条 件 之 一 . 
” 定理 18.4. 假定 满足 条 件 A), (1817) 和 B)。 又 设 
R(a) < ó + мм, (0<и< ос), “C18. 19) 
其 中 a,b,k>0. 再 琶 Ë ЖК», 0) € Lh. 
Д-Р í Bize l Lš, 0935 ле Ө 6834832 гай, Pg R 
ори 
Bh(x) = hh(x) = fx, 0% (+). 
$F. 由 (18.13) 和 (18.19) 
УЕ, и) | << К, 0) [+ а (а) Бам ЧМ, (Au)] 
(— co < и < co), 
根据 假 屋 f(x, 0) € Lš. 双 由 条 件 Б), a(z)u(a) € L$, 对 每 一 个 
z(z)6 LŠ, 都 成 立 。 再 注意 如 果 Пиры, < Д0 КС С) Е Lš, 
并 且 * 
Саа) Г, = 2а 


2000], 
<2 |1 +f м, [1 аа < 
<2а + гм. (2) mes G + a j ми) 4х < 


<3a + м“(2) mes G = В, (18.20) 
а 


因而 算 子 f 映 区 了 (9， 1; rs) 到 空间 Lš а. 


k? 
为 了 证 明 算 子 f 在 零点 0 处 的 可 微 性 ,我 们 必须 证 得 
tm ПС), — 0. (18.21) 
Illa >o 11, 


Ев >0. 因 R(0) 一 0， 故 可 选 则 这 样 的 cy > 0, 使 当 
11 < c, F 
R(|s|) <а|и|. (18.22) 
对 每 一 个 函数 (x) € LE, 定义 如 下 的 画 数 (<): 
= и(х), 假如 |x 人 x)| < a, 
а М 假如 [27| > а. 
由 (18.22) 和 (18.18) 
ПС (а) [У < в, < е1, < eqlluly,. (18.23) 
а неч А) 中 所 确定 的 常数 四 大 于 са. 


于 是 从 条 件 АЕ ‚М и > a В y < с 时 


RG) < R в (=) <, 5 1), P (=), 


再 由 (18,14) 
К(и) < caza (2) (ez). | (18.24) 
C1 
BZ ыы, < 全 ) 中 命 y = А101, BI 


ва — gG) 1) < crR( 0 = 001) P (бе), 


llalla, a 
因而 由 (18.20) 
PE (el la), 
ИВ (в 一 #) м, < CupBP\ 一 一 从 


а. = 0, & 
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tm Е — Я, — 0. 
Ballu 79 11, 
А.Э ЖЗИ 18.23) В ЕН 
Em КО, < та ПАС), + 


О ea bala llalla, 
+ fim № < еа, 

р llalla >9 11, 
因 е 任意 , 故 等 式 (18.21) 成 立 . 

定理 证 些 . 

作为 例子 ,让 我 们 来 研究 {L' 一 12} 中 的 算 子 (18.12)。 

因为 画 数 f(z , и) = sin (е — 1) ЕР (и) = e“ — 1 8 E 
不 等 式 (18.13)， 所 以 条 件 А) 满足 ， 此 时 取 P(z) = м. 又 因 
Мб) = x, Ш Mz(z) = п, 故 关 于 Q (u) = 12 Е 06018.17). 
最 后 ,条 件 Б) 满足 ,因为 在 所 考虑 的 情况 下 f(x,0) 三 0。 至 于 条 
件 (18.19) 的 成 立 是 肯 显 的 . 

由 此 可 网 ,从 定理 18.4 可 推出 {L' — 72} 中 的 算 子 (18.12) 在 


2518 L* 的 雾 点 6 处 可 微 ， 
7. 辅助 引 理 ， 我 们 还 需要 研究 由 М-Н М(и) 的 导数 P(x) 
所 定义 的 算 子 了 


ВИН 182, # MG) 和 NGo) 是 互 余 的 N- 两 数 , N(v) 满足 
Af. 0 MG 的 导数 P(x) ЗВ, 

则 由 等 式 Pu(x) 一 Ри) |) 所 定义 的 算 子 P 映 ПСЕм, 1) 
НН. ， 

证 。 由 引 理 9.1, 算 子 P 映 7(0, 1; LE) BJ L. 内 。 再 从 定 
理 17.2 朗 可 推出 算 子 P 映 ПСЕм, 1) 到 Lx 内 、 至 于 算 子 了 的 连 
积 性 从 定理 17.3 使 可 推出 . 

ЗЕЕ. | 

8.88 EE. 我 们 称 定义 在 巴 拿 哈 空 间 E 上 的 泛 丽 F(x) 在 
点 w&€ 玉 处 加 腊 可 微 ,假如 对 任何 4 € Е, 丽 数 Fln 十 b) 关于 :+ 
可 微 并 且 该 本数 的 导数 在 z — 0 处 有 形式 


* 178 ° 


4 2 
РЯ Е( + t) А (0, №), 


о Я Е ЗЕЕ E PS09263 E 5 В. 元 素 ” 称 为 泛 
Ë ЕСи) ЛЕД м ДЪНОВ. 由 公式 Гы 一 "确定 在 下 (zx) М 
可 微 的 一 切 点 上 的 算 子 工 同样 也 称 为 加 股 梯 度 ， 显 然 加 觅 梯度 映 
Е ЗЗКИ 巨 内 。 我 们 有 下 列 糊 苍 ( 璧 如 参看 [5a]): 

8188183. #)ZËSFCGO ТЕЕ Е ВТ БТ 
а БО а 
Твои АЕ т ВО БЕ. 

证 。 «ЄТ, и j h€ T, 根据 定义 


FG +0 = (TG +), № (<, <1. 
£ 
积分 上 述 等 式 , 得 到 
Flu + А) — Еби) = || (Гы + 28), B), 
因此 
ЕЕ) (Ги, | = аа) ги, Pa < 


< TG + a) Гайва, 


于 是 从 算 子 工 的 连续 性 可 推出 
im Е Е) — Чи. | о 
ПРЕ МАЕ 

引 理 证 些 . 

9. 刘 克 施 姆 布 洛 格 范 数 的 梯度 。 设 M(x) Яп (о) ЕН 
М-Ж, N(v) 满足 Az- 条 件 , 井 且 在 下 面 的 讨论 中 还 外 处 假定 画 
” 数 p(n) = M'(z) 连 禹 ， 为 方便 起 见 ,我 们 也 对 鱼 的 自 变 量 的 值 来 
考虑 图 数 p(x); 显 然 p( 一 4) 一 一 p(t)。 = 

3 а(х), h(x) € Ем. 对 一 切 + # k = 0, 定义 图 数 


gG, А) 一 мы, (18.25) 


* 179 • 


不 难看 出 ! 


2.0 — ид + GD] vs р 
Е £ ti a ” ] h(x)dx (18.26) 


#1 


дФ(г, Rss u(x) + A(x) (x Я 
BR -(, 1 n о + 200) 145, 


Я (18.27) 

Ви 18.2, БОЕ Вс УГ НАЗА, 

ВХ и(х) € L8 лЗ РЕНО Е А > 0 满足 

{м ме] ах = 1. (18.28) 
我 们 记得 (参看 77 H), ЕНЕ F #c ЈЕ НЕТТО 3k 
一 致 : 
| k = lallow. 

ВАН а(х) Є ЕС ао £ 0), ЕЕ 
格 范 数 可 以 借助 等 式 (18.28) 加 以 确定 。 这 从 下 列 事实 部 可 推出 : 
等 式 (18.28) 左 端的 积分 对 一 切 & 夭 0 AT РАЗНЫЕ R. 


=, ра 


定理 18.5。 НИНЫ в, аараан. ЭВ 
"ВОНИ Г ВИНЕ: 


„(к) 
Гаи (х) = Е (u(x) Є Ем). (18.29) 
b КАЗ t 
с 


АД) 
证 。 ВБР ла ВЕКЕ ТС ЖИВЕЕ. 为 
此 ,研究 等 式 


j м| 95001, л (+6), Вх) Є). (18.30) 
с k 


П) АБАРАН, 可 以 利用 典型 的 方法 加 以 及 
mi. 
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гож 


读 等 式 确定 了 A 为 的 隐 函 数 。 因为 方程 (18.30) =й 3 
(18.26) (18,27 38 В. 


аро а | (01) сае < обоо # 9, 


BF PARAS Ва ЛЕ СААП [56]) 
0) Co, D, 
d: 


其 中 
(e. 
= lallow А 
их ибх 
но) а 

我 们 已 经 起 出 公式 (18.29) буд: ТЬЕ, 又 因为 从 引 理 
18.2 可 推出 该 加 脱 梯 度 是 连结 算 子 ,所 以 由 引 理 18.3, 宅 就 是 通常 
的 梯度 . . 

定理 起 毕 . 

10. 奥 尔 里 奇 范 数 的 梯度 .在 本 段 的 研究 中 ,， М МСи) 
和 NGz) 满足 与 前 一 段 相 同 的 限制 ， 由 引 理 18.2 对 每 一 个 画 数 
u(x) € Ем, ЖЖ 


кю = 人 NeC «бо 04е 
Я k МЕ ЕН, 因 J(0) = 0, J(co) = ос, 故 可 找 
到 这 样 的 де, 使 得 J(&*) = 1. 由 定理 104, 这 表明 奥 尔 里 奇 范 
数 可 以 借助 等 式 
llally = j. РСА Са) [м2 [ах (18.31) 
加 以 确定 ,其 中 | 
š | 人 N[pCR* |а ( к) [) 4х = 1. (18,32) - 
”为 方便 起 见 ,我 们 利用 等 价 的 等 式 ( 见 (10.7)) 
ge [le lp le) рая — [мази ах = 1 8.33) 
， 来 代 夫 公式 (18.32)。 š 
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如 同 已 狼 指 出 的 那样 ,常数 kt 一 般 说 来 不 是 唯一 确定 的 .本 
ВЕБЕ р(и) 没有 积分 常数 。 显然 这 时 k* 唯一 确定 。 容易 验证 
k* Ем БАЕН. 

设 w(x),h(x) © En. 以 Кози шк) = u(x) + - 

+ (=) 的 方程 (18.33) 的 解 . 
“n 184. АС) ыы Š 《9 , 则 奥 尔 里 奇 范 数 是 Ем 


тас) 一 ри (+) € ey (18.34) 
其 中 如 18.33), 
WE. 因为 由 引 理 18.2 和 泛 画 &* 的 连续 性 ,公式 (18.34) 所 确 
定 的 算 子 『 是 映 Ем 到 L, 内 的 连续 算 子 ， племя 4 须 证 了 是 奥 
尔 里 奇 范 数 的 加 脱 梯 度 .… 
由 (18.31) 和 (18.32), 画 数 (х) € Ем 的 奥 尔 里 奇 范 数 可 以 借 
助 等 式 


1 š 
мм (1+ | мио) 
加 以 确定 ,其 中 А" 满足 等 式 (18.33)， 设 h(x) Є Ем, ЖЕ 
FG +) = -li (: Е j. мідна), 


kG) 
Зена ey и, ВКО ЧН 
FG +) = рт (КО [Ион Анк + 


+ KO Jar — KOO + |. мис 1) = 
- #5 1 (ы |, 2[ACDuz(z)]4(z)dx + 

+ ко {рон le) a — 1 — 

— (мола, 


1) 见 180 页 的 脚注 。 
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因而 由 (18.33) 
FG + th) = | Иды ада, 
дг с 
因为 KRC0) k* #8 и (х) [о Е и(х), 所 以 
а 2 
—- FG +) |. =G), 
其 中 v = p(k*u(x)》. | 
引 理 证 些 、 


为 了 应 用 上 述 引 理 , 我 们 必须 知道 在 什么 条 件 下 画 数 RG) 可 
微 ， 


888185. 县 -本数 MCw) ма РОВ. 


Щи 088240 > 0, 同 时 还 请 足 不 等 式 
р’) | <atbplelul) (—co< и < оо), (18.35) 
则 方程 X18.33) 相应 于 画 数 w(x) 一 w(x) + (a) 的 解 k(z) 是 可 
ви, | 
证 。 首先 注意 ， 由 (18.35) 算 子 (x)p'(x(x)) 如 同 算 子 plu(x)) 
一 样 映 Ем СИНЕЕ HCEu, 1)) 到 Lw РЕН, 因此 对 于 任何 
ГЖ (к), h(x) € Ем. 5 0), 积分 


j u(x)p' [Rus(x) Jdx 和 j мВ ра 0 Jax 


ХНЕЖ z ЖА > 0 ЕРЕН Еа АНН НЬ z (z) = 
二 K(x) 十 #(«). РЕНИ 


xG.) = абаб ае — | мкад las 
ИКИ Зе 
SF) P| ибо 04е 


op ta ls, 


D 见 180 6988, 
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авы 


xB 
SCD (еар Тисе >o, 

从 而 方程 А 

k [бое ]dx 一 j: міҳи;х) 4х = 1 


确定 了 为 z ВО А КС) НЕВИС. 
B|EBüE2E, 


条 件 (18.35) 满足 ,假如 丽 数 р (и) 单调 .事实 上 ,如 果 р’). 


ЕЙ, у р Со) BBB n 
#1) 一 07 > lulp'(n). 
同样 ,如 果 Ри 上 升 , 则 
барр = |” oa > j" yG) > ше, 


从 引 理 18.4 和 18.5 ВП ЕЕ 
”定理 186. # М-Н МС) Жан ИННА ри), 并 且 
数 N(v) 满足 A- 条件 ， нро Ey атаан, 并 
且 字 的 梯度 开 巾 下列 等 式 确定 : 
Гах) = р(А®и(ж)) (и(х) € Eu); 
其 中 


{мее а = 1 
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第 四 章 ” 非 线性 积分 方程 


$ 19. НИЛ (П. С. Урысон) 算 子 
Ізя. 我 们 称 由 公式 
Каб) = | kr э, «О (19.1) 


定义 的 算 子 为 乌 利 孙 算 子 。 关于 丽 数 (x, y, и), ВЕН 
卡拉 太 屋 独 里 条 件 ， 即 对 几乎 所 有 的 z, y € G 关于 $t BX 
每 一 个 确定 的 “关于 xy BTN, 
我 们 还 候 定 画 数 k(x, y, 4) 满足 不 等 式 
абе, э, | Се, [ao + В 


(x,y€G,— оо < и < co), (19.2) 
”其 中 


МАС, 0004: dy << оо, (19.3) 


у G 
M(x) 是 其 一 N- 画 数 ，a (х) 是 非 负 画 数 ，R(Cu) 是 非 负 的 且 当 
# > 0 时 单调 增加 的 连续 夯 数 . 

我 们 有 兴趣 的 问题 是 在 何 种 情况 下 条 件 (19.2) 和 (19.3) 充 分 
保证 了 锅 利 孙 算 子 映 某 一 奥 尔 里 奇 空间 1$ РЕА СРЈ НЕ 
ИЯ, ЯР, Л ЛЬ, 

假设 从 条 件 (19.2) 和 (19.3) 可 推出 算 子 (19.1) 在 球 T(0, r+ L 
上 的 值 的 有 异性 : 

{Ки < сш < r). (19.4) 


1) 我 借 不 准备 提 到 以 后 将 遇见 的 集合 和 画 数 的 可 测 性 伏 吓 明 。 

2) Излет Б Ер ЛУТ СТАЛИ. ЯЖ 
зотли са, 注意 , ХАНИА, АЕЦ НИЯ 
性 ， 
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在 这 里 自然 候 定 常数 c CIR SRE b ВИЖ a (z) , RG) 和 МО). 
ВЕ kG) 是 Li; 中 的 非 负 画 数 ,并 且 满 足 


五 
[мисо < 8, 


划算 子 
О 


满足 条 件 (19.2) 和 (19.3), 玖 由 条 件 (19.4) 
|], оока а + коо (као, < 2 
(и < r), (19.5) 
由 此 可 见 (x) EL$。 IB LE Е 
量 较 大 的 值 和 某 一 a > 0 
Ф(аи) < М(и), (19.6) 
从 (19.5) 又 可 推 由 积分 | ХОЗВ( =) ау ЕКО) 
€ L$ 是 有 限 的 ， 不 仅 如 此 , 算 子 
(=! 
Е 


还 变 球 T(0, r; L$) 为 空间 LX 的 某 一 有 界 焦 , 其 中 NGCz) 与 平常 
一 样 表示 М(и) 的 余 М-РА. 由 定理 17.5 可 选 出 正常 数 c，c 
和 ,使 得 、 


| (5) < 十 cB(u) (一 co < x < оо), 


су 
从 上 述 不 等 式 可 推出 对 自 变量 较 大 的 值 5 
: N[BR(yu)] < АФ(аи). | (19.7) 
_ 由 于 建立 了 以 上 的 不 等 式 ， 所 以 在 今后 的 研究 中 恒 假 定 对 и 
较 大 的 值 | 
М ВК(уи)] < &М(и), . (19.8) 
而 М-р ФС) 满足 条 件 (19.6) 和 (19.7). 
2. 鸟 利 孙 算 子 的 有 界 性 ， ”我 们 的 注意 力 集 中 到 M(xw) 的 余 


2186， 


ты 


/ 

N- 画 数 满足 和 -条件 的 情形 . 

BBB1941. # Со) В ААР, ЛЬ (19.2) 
(19.3), (19.6) 和 (19: 满足 ， в а) Е 15 = Гм, 划算 子 
(19.1) 定义 在 球 7 (0, 75 Со, А 
во: 

. Y 
IK,le< сума (00, <"), .C9.9) 

其 中 常数 C 不 依 顿 于 核 Kx。y)， 


证 。 ИЖ и 2 чае. 划 因 


аба) + ЕС) 01А < ам + в 1ВЕС 1С) Гы < 


<la + 1 {месік 024), 


故 由 (19.7) 当 lzlle < ка 时 


lla(z) + КСС) 1 < [ам + 


+ 0 + N[BRCym)]mes G + 


+оо [= исә |а) < als + 


+ Е (1 + & + М ВЕСУ) Jmes G), 


вр ° Е 
асо + С < с, (м <). зло 
由 定理 15.4, 线 性 积分 算 子 
Або 一 人 .Ar 9)o 002 
Bk Гы 31 Lš 4,368. 
ТА 21 < 21||k(=. у) 181015. (19.11) 
由 (19.2) 7 


[Ku(x)| < A[a(z) + В([и(х) 1)1, 
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_ 因而 由 (19， 11)#0(19.10) 
Kallo < 201А(х, УИ + 
+ Ви) О «САС, y)lla. 
Е : 
3. 第 一 个 更 简单 的 算 子 。 ”我 们 假定 引 理 19.1 的 条 件 满足 . 
由 定理 17.1 可 选 册 这 样 的 闭 集 列 С, CG 使 得 mes (CNG,) < 1 
并 且 在 集合 б, х (оо, оо) Б АС, у, u) ХИЙ, 
而 在 集合 С, 上 画 数 tx, y) И Ах, у)а(у) Ж. (r 
бх, у, и), 假如 {x,y} € 6,， 
(вузы) = Б 
Муна L. 假如 (5, y) СЕ, 
ВИЖ А, (=, y, и) 中 的 每 一 个 满足 条 件 (19.2), 从 而 由 看 
EB 19.1 , 它 所 确定 的 岛 利 孙 算 子 


Кх) = j Ra[x, y, (у) ]dy 
映 球 7 (0, 2, Е 
а 
K.G) — K.G) = | е, э, а)ба, у; 66.45. 


， 由 (19.2) 和 引 理 19.1 
IK, 一 Kullo < 


< уж, ss ENG + RCuW 1),< 
«с, xG, y; ENG (мь < 7). 


再 补充 假定 АСх, у) Є Ём, 如 由 定理 10.3 
limlkCx, у)к(х, y; СС, = 0. 


lm sup Ки 一 Ки = 0. 
2% па 


于 是 我 们 让 明了 算 子 K 可 以 由 算 子 К, 一致 地 逼近 , 假如 在 
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мы 


引 理 19.1 的 条 件 中 的 R(x, у) ЄЁм. 
由 此 可 见 , 为 了 证 明 算 子 К 的 连续 性 或 列 紧 性 ， 只 须 证 算 子 
K, 的 连 筑 性 或 列 紧 性 。 而 确定 算 子 К, В ВСА, (к, у, ч) 满足 
不 等 式 
(ху, и) | 过 ao 十 prR(izl) (— оо < x < co), 
“其 中 


аһ = max |&(z,y)a(z)|, 5, = тах, |kCx, у). 
try)jECn (z, VEG 


这 样 一 来 , 在 前 面 的 假设 下 , 任意 算 子 К 的 连续 性 和 列 紧 性 
得 到 证 明 , 假 如 对 岛 利 孙 算 子 
Kx(z) 一 Í. Ах, y, (У) у 
在 
[Ах у, к) <a + КС) 
(х, уУЕС, — оо < x < co) = (19.12) 
的 假定 下 证 明了 相应 的 性 盾 . 
4. 第 二 个 更 简单 的 算 子 . ВАО. РИ. 我 们 定义 新 
НВС Ах, y, м), 众 助 于 等 式 
\ Аба, узн), 假如 (а <», 
0х, у, п)(а+1—и), пип +1, 


оо еа 假如 аса 


(о, 假如 || 2а +1, 
ОНИ К, НН К,(х, y. н) 定义 的 。 今 证 
lim sup {Ки — Kulle = 0. (19.13) 


тэе у 
пао. 


设 u(x) € т(0, z, 13) ,以 G' 表示 集合 G{ ja(*)| > n), R$ 


mes G' < 9)" БӘ < (9) 7 и |. < 1 
让 我 们 来 估计 ИК 一 Ки». АЯ K, 的 定义 可 推出 
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Каа) Кии < [ИА y, «ОО 1—t4z, y. «Са 


|, э, нод ау + [Мы y. ФО, 
其 中 
$G) = акбоз СУ зіва (9), М < lullo < Z. 
再 由 (19.12) 
Кабо 一 Ka 人 Di < (кс, ys fa + Са 04у + 


+ | aC, y: Oe + СФО 105. 
其 中 G' 二 G x с, 于 是 从 引 理 19.1 可 淮 出 不 等 式 


ИКи — К,а =< 2ске, y; С) =2С mes Sa"( 1. ). 


mes С” 


从 而 利用 对 mes С” 的 估计 式 即 得 不 等 式 


(7) 


mes С Ј 


2С тез G Mi 2 7 
IK, — К, < (=) м | (was, < 1). 
7 
因而 推出 (19.13)。 
由 此 可 见 , 在 引 理 19.1 的 条 件 以 及 补充 条 件 k(z, y) € É, E. 
岛 利 孙 算 子 的 连 溃 性 和 刻 紧 性 :得 到 证 明 , 假 如 对 由 丽 数 RCx,y, u) 
所 确定 的 和 岛 利 孙 算 子 起 明了 相应 的 性 质 、 此 处 函数 Сх, у, z) 有 
界 : 
(х, уи) Ed (х, уЄС. – оо < и < оо), (19.14) 
并 且 满 足 条 件 р ' 
| бх. ууш) ЕО (in! 2). (19.15), 
其 中 加 是 某 一 正 数 .. 
5. 第 三 个 更 简单 的 算 予 . КОЖ. н 
定理 17.1, 存在 阴 集 列 С, С С 使 得 mes (СМС) 一 0， 而 画 数 
бх, у, и) 对 一 切 变量 (z, y] € Co 一 co < u < о. НЧЕ 
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局 利 孙 定理 ,存在 对 一 切 变 量 连续 的 夯 数 k.,(xz. у, и), ЕБ k(x. 
уи) 一 致 当 (х, y) € С, 时 ,并 且 还 满足 条 件 
1,05. у, и)| 34 (x,y€G,— оо < < co), 
kn(x, узи) = 0 (|x| 2). 

赴 我 们 来 研究 由 画 数 ks(z, y, м) 所 定义 的 岛 利 孙 算 子 多。. 
因为 算 子 K, 中 的 每 一 个 变 任何 奥 尔 里 奇 空间 Я— Е В. 等 
度 连 丢 的 夯 数 族 ,所 以 每 一 个 算 子 K, 的 值 的 集合 在 C 中 列 紧 , 从 
而 更 在 任何 奥 尔 里 奇 空间 内 列 紧 . 

设 责 数列 w(x)(i = 1,2, ---) 按 奥 尔 里 奇 空间 的 范 数 收敛 
于 两 数 m(x) , 则 该 夯 数 列 依 测度 收 剑 于 m(x*); 又 算 子 必 。 变 每 一 
个 依 测度 收敛 于 a С) 的 画 数列 为 对 每 一 个 x ИУС, 这 
从 积分 号 下 取 极限 的 可 能 性 即 可 推出 


К,а (х) 一 f k,.[x, y, (у) 14у 一 


= lm рые. y, ш (у) 4у = lim К, (к) 5 


ТО К, (к) ВОСТ K, (xz), АЕК, 由 此 
可 见 KK,€ {L$ — С; вп. н. }, ЛИНК, € [ Lš — Lš; вп. н.}. 

XHtíef BI #k z(a) € [$ Р 56 

|Ku(x) — К, (z) | < 24), к(х. у; СС, ау, 
因而 | 
]Ки — Кы» < СС, y; СУ». 

Н ВНИИ Н.А КЛЕНА ЕН L; 上 
一 致 收获 王 算 子 儿 。 换 莹 之 , 算 子 下 连续 且 列 紧 . 

6. 已 利 孙 算 子 全 连续 性 的 基本 定理 . ”我们 先 来 陈述 在 前 几 
段 中 所 得 到 的 和 结果. 

定理 19.1。 им имо 是 五 全 的 м, NCv) 满足 
af. да 

ТАС, y, и) | < АС, y)[a(z:) + ЕС )], 
(x, y€ G. — оо < x < оо) (19.16) 
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ЗЕ G, y) ЄЁм. (4) Є15, RG) АННУ, РЕ 
定 可 以 投 到 正 数 B,Y К ЕН ЕЩЕ 
мМ[ВК(уи)] < КМ(и). (19.17) 
则 算 子 | 
Каб) = | As у, «О (19.18) 
属于 {T(0, у; L$)— 1$; Bn. н.}, 其 中 Ф(“) 是 这 样 的 У 
数 ， 它 对 自 变量 较 大 的 值 满足 不 等 式 
NI8BR(Cya)] < КФ(и) < КМ(и), (19.19) 
自然 提出 这 样 的 并 题 ， 在 何 种 假 届 下 算 子 K 不 仅 定 义 在 球 
T(0, ү; L) Е; 而 且 是 定义 在 整个 空间 L$ 上 ? ЛЯ 
立 , 假 如 在 条 件 (19.17) 和 《19.19) 中 可 以 取 任 意 大 的 7。 
, 特别 , 算 子 K 映 整 个 La РЕНО. ДЕ М-Н ФС) 满足 
As- 条 件 ,因为 在 这 种 情况 下 对 自 变 晤 较 大 的 值 有 
N[BR(2:yu)] < КФ(2°и) < К,Ф(и) < K,M(:). 
相似 地 可 以 证 实 , 鸟 利 孙 算 子 在 整个 空间 L; Lutik, 假如 
画 数 RC(4) 满足 A 条件 :对 自 变量 较 大 的 值 有 
К(2и) < KiR(u). 
条 件 (19.17) 和 (19.19) 在 革 些 情况 下 可 以 写成 更 简单 的 形式 
假定 夯 数 6(zx) 使 得 N[@(z)] ~ ФС). ВОХР ЗЗА ФЕИ 
有 RN[@(o)] < 8BCan), 则 条 件 (19.17) 和 (19.19) 满 足 ,假如 
К(ауи) < КФ(и) < КМ(и). (19.20) 
这 从 下 列 明 显 的 不 等 式 即 可 推出 : 


манд < [кз(*)| < км [e (2)| < 


KD) < К.М(и). 

ЖЕ [21] 中 指出 了 非 线 性 积分 算 子 在 空间 L° НН 
各 种 条 件 。 所 有 这 些 定理 都 是 关于 多 项 式 型 的 非 线性 的 研究 ， 前 
面 已 经 迹 明 的 定理 19.1 不 仅 包含 了 [214] 的 主要 定理 ,而且 还 葵 
出 了 在 某 些 奥 尔 里 奇 空间 内 实质 上 非 索 ， 甸 如 是 指数 型 的 非 线 性 
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的 积分 算 子 全 连 秆 性 的 条 件 . 


ш. Я 
laCx, y, м) < (х, уе" 
(х, y€ G, — оо <и < оо) (19.21) 
和 并且 . 
|aCx,y)| < a| In r |!" + Б, (19.22) 


其 中 + 是 点 x*,y€G 之 间 的 距离 . 
ФС.) = е1 的 讨 部 ,其 中 0 过 BBy; 又 设 М(и) =Ф(и). 
显然 《x,y) € Ём, 因为 对 任何 二 0 


\ exp | АА (+, у) 1+ #4х dy < co, 
G . 
因 M(x) 满足 Д-Р, 故 其 余 N- 画 数 NC(v) 满足 A~ 条 件 。 
而 于 定理 6.3 М[Ф(и)] — DB(u)， 所 以 利用 定理 19.1 时 可 把 条 件 
《19.17) 和 (19.19) 换 成 条 件 (19.20). 
易 见 条 件 (19.20) 满足 ， 而 且 对 任意 的 y > 0 都 满足 ， 假如 
В> 0. 
由 此 可 见 , 当 条 件 (19.21) 和 (19.22) 满 足 时 , БА ЛЕ 
BJ L$ 的 某 个 球 内 全 连 炽 , 其 中 Фи) = el! — |а|] — 1, 并 且 在 
整个 空间 L$ РАЗИ, 其 中 8(x) 是 任何 形 如 @(w) = er —1 
的 画 数 ,此 处 0 二 B < В. 
相似 的 讨论 可 证 得 , 岛 利 孙 算 子 在 整个 空间 工 3 内 全 连续 ,其 
њр Фи) = Се!" о —1) |а|, 假如 
laCx, у, в) < СаПа | + дем 
34 В < B < 1 WH. 
7. 较 弱 的 非 线 性 的 情形 。 ЛЕ БРИК „ВНЖ MG) 
的 增加 速度 快 于 某 一 才 画 数 ， 因 为 它 的 余 N- 画 数 NCz) 满足 A- 、 
条 件 . 换 首 之 ,对 于 所 研究 的 情况 ,条 件 (19.2) 中 的 画 数 R(x, y) 
属于 某 一 L"(a > 1)。 本 段 假定 


人 МАС, y)]d4x dy < оо, (19.24) 


ë 


11-8 


(19.23) 
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其 中 МС) < |а] 1—0) а> 1. ИРЕН М-Н М) 
的 增加 速度 决 于 任意 和 需 。 我 们 还 假定 N(v) 满足 Ai 条 件 , 此 时 夯 
数 Ми) 本 身 满足 АРА, 

如 同 前 面 已 径 阅 明 的 那样 ， 要 研究 访 利 孙 算 子 自然 要 假定 对 
自 变 盟 较 大 的 值 满足 条 件 (19.3): 

МІВЕ(уи)1 < КМ(и) < М(Ки). (19.25) 

由 定理 6.3,XJ ЗЕКИЙ S 5 NC'[MG O] < КМ (и) 

成 立 ， 因 此 从 (19.25) 可 推出 对 远大 的 # 值 
ВЕ(үш) < М-ҶМ(Ки)) < K.N (KO. 
再 由 定理 6.1 对 较 大 的 4 位 


ВЕСти) < 5 Кам Кам" Ки) < 
и 


К м(кы), 

Ки 

因为 М-Н M(x) 满足 Ay- 条 但 ,所 以 从 (19.25) 最 后 可 推出 对 更 

大 的 # 值 

MG) 
ЗЕ, 从 (19.26) 也 可 推出 条 件 (19.25) , MW: НЕХ Kk 

的 “ 值 和 某 个 B 与 yY 有 不 等 式 


N[BRG)] < тм. (19.27) 


Вон) < C (19.26) 


МЕЖА УЕ НЕ НХР Е ОУ САКИ. 
RCO) < Си), ` 

这 裘 明 在 所 研究 的 情况 中 、R(z) БАНКЕ ВОИ. 
事实 上 , 从 Мо) 满足 Ar 条 件 可 推出 N( o) 的 增加 速度 快 于 任何 
ДЕР. МИЛАНА ЖЕНА ,ЮСи) 的 增加 速度 慢 于 任何 霖 
ВЫ [м Се > 0), М) 满足 人 一 条件, НИШИ ИВАН 
出 的 那样 《42 10), №) 的 增加 速度 快 于 某 一 画 数 e” (a > 92 
ВНЕ ЕО НУ ДЕ НЕТУ Г, Сое) 的 增加 速度 慢 于 (nz 六 

定理 192。 # MOO вм ЕН А-В, Ох 
дг. ZE 
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Са, у, и) < АС, уа) + ЕС) 
(х,уЄС, — © < x < оо), (19.28) 
ЗН (х, у) Є Дй = Ём, а(х) € LS, R(u) ЗЕ АЙЯ, и >> 0 bY 
Аронова, ВАНИЕ C > овоча 
不 等 式 (19.26). 天 可 в SLR E 2F28 ü ИЕ 


Ки(х) = j: Бх, y, uly) 14у (19.29) 
м 14 РЕ ВОСЕНИ, 


证 因为 画 数 MLACz, y)] 在 С 上 可 求 和 , 所 以 可 找到 ( 参 
看 61 Ни АРС Д-Н) М-Н OC) 使 得 


JI GMACz， у) 4х dy < co, (19.30) 


6 


АЕ (9.29995 1.5 РЕ арч. 从 不 等 式 (19.26) 
可 推出 对 较 大 的 # 值 不 等 式 (19.27) 刻 立 。 假定 当 и 22 ау НЕ 
E. Wu (G) € L$ = Lo, 因为 


MaG) + |00) Р < aly + 8 1 (вка А < 


та [i + | омкс а), 


所 以 由 (19.27) 
la(x) + КСС) Ds < 


«1а + Ri + N[BR(2)] mes G + if «с1а < 


< а + — Ба + Аи lmes G + ми}, 


тев 7 e < r ñ$ 
lalx) + (а(х) 0 < c(r). (19.31) 
应 用 定理 15.4 的 条 件 a) 于 线性 积分 算 子 


AG = |К, 0000047 
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(Ем, = NG), Мба) = (4), Фа) 一 6[M(w)]), 则 岂 
(19.30) 可 证 得 算 子 А 喘 空 间 L# 到 空间 Lo 内 并 且 连 积 ,同时 
lAvlle < 21АСх, lllvlly. (19.32) 
由 (19.28) 
ІК) | < A[a(z) + ЕС) [)1, 
因而 由 (19.31) 和 (19.32) 
1:1 < 2I|kÇx, y)llëlla(z) + КС) < 
< 21C(r)|lZ(x, y)llë. 
至 于 算 子 (19.29) 的 连结 性 和 列 紧 性 ,如 同 定理 19.1 ОВЕНА ёр 
可 证 得 。 
ДЕН, 
我 们 来 研究 简单 的 例子 ， 设 
|k(z,y, х) < А(х, уа + ш (|| + 1)) (19.33) 
#8 
ос, is САС, DI + Daray < оо, (1938) 


АП (19.29) В Жк А ШАРЕ Е РЧР НИ. 
为 起 此 ,只 须 应 用 定理 19.2, 其 中 国 数 M(x) = (1 十 |x|)ln(1 +, 
+ |41) — lal. 

8. 哈 梅 士 坦 算 子 . 我 们 来 研究 特殊 类 型 的 岛 利 孙 算 子 


Кибо = | kx, Ну, sy) 1dy, 19.35) 


这 种 算 子 呈 做 哈 梅 士 坦 算 子 

前 面 所 找到 关于 岛 利 孙 算 子 映 某 一 奥 尔 里 奇 空间 到 宅 自 己 内 
并 且 全速 逢 的 条 件 ,自然 可 以 应 用 于 算 子 (19.35) 的 研究 。 不 过 在 
某 些 情况 下 为 了 研究 这 种 算 子 可 以 利用 其 它 的 方法 . 

# E, ЯМ Ez 是 两 个 巴 拿 蛤 实 间 。 假 定 算 子 1 

Ба) = Ц, u(x)] 

В ТСЕ, 到 空间 E, SE B Esp БТ. 又 假定 稳 
性 积分 算 子 


* 196+ 


А»(х) = [6, у) (у)ду 


映 E, 到 Е, НА. 因为 算 子 (19.35) 可 表 成 复合 算 子 一 
= Ai 的 形式 ,所 以 在 所 指 由 的 条 件 下 ,显然 写 喘 球 工 到 E, РЕВ. 
连 炽 有 界 ， 假 如 算 子 A 全 连 秆 , 那 末 算 子 (19.35) 同 样 也 是 全 连续 
的 . 

作为 E) 和 Es 可 以 考虑 黄 个 奥 尔 里 奇 空间 .。 在 $17 中 我 们 
已 码 找 到 算 子 í 连 禹 和 有 界 的 条 件 。 把 这 些 条 件 和 算 子 A й 
(8 15) 与 全 连续 ($ 16) 的 条 件 联系 起 末 即 可 猴 出 哈 梅 士 坦 算 子 连 
ВАЛЕ, 

$20. 某 些 存在 定理 

ЛЗР Я. КА 是 映 茶 个 巴 拿 蛤 空间 到 它 自 己 内 的 

算 子 ,一 般 来 说 它 是 非 线 性 的 ， 我 们 来 指出 在 方程 
Аф = Ар 2 (20.1) 
的 研究 中 所 提出 的 某 些 开题 。 

第 一 个 疼 题 是 寻找 方程 (20.1) 对 确定 的 值 有 解 的 条 件 。 8 
例 对 于 解 的 存在 条 件 总 希望 理 加 上 解 唯一 的 条 件 ， 

在 许多 情况 下 , 算 子 А 具有 这 样 的 性 质 : Al = 0, 其 中 9 是 
窄 关 忆 的 雾 元 。 此 时 方程 (20.1) 对 参数 ) 的 一 切 值 有 平凡 解 。 在 
这 种 情况 下 有 兴趣 的 是 非 雳 解 。 这 样 的 解 只 对 参数 4 的 个 别 值 才 
存在 。 方程 (20.1) 的 非 雳 解 通 常 称 为 算 子 A 的 特征 向 量 (特征 而 
数 )。 使 方程 (20.1) 有 非 雳 解 的 数 А НИЕ A 的 和 НЕ. 

第 二 个 于 题 是 寻找 算 子 A 含有 特征 向 量 的 条 件 . 

非 线 性 算 子 А 的 特征 值 的 公休 (如同 厂 性 算 子 一 样 ) 叫做 它 

sN. 假如 算 子 的 说 卉 满 某 个 区 间 , 则 可 推出 该 算 子 有 连 炉 统 基 
a 句 量 ， 可 能 由 现 这 样 的 情况 ,无 穷 多 个 (可 数 的 或 连续 统 
基数 的 ) 特 征 向 量 对 应 于 同一 个 特征 值 . 

第 三 个 冉 题 是 研究 非 弘 性 算 子 的 谐 以 及 特征 向量 集合 的 拓扑 

构造 
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看 来 在 相当 广泛 的 假 识 下 ， 特征 向 量 的 集合 构成 连 种 曲 禄 的 
样式 ;这 种 构造 称 为 连 纺 枝 ， 我 们 引入 相应 的 定义 。 和 集合 多 CE 
”叫做 在 球 套 a < || 一 ml < 5 认 的 连续 枝 , 假 如 集合 % 与 任何 包 
合 球 le 一 l < “而 又 速 同 边界 包 全 在 球员“ а < “内 的 区 


ЕРЕ S 有 不 空 交 。 


ЗЕЕ ЕВЕ Л.Е ВЕНЕ АНЕ SER] ИЕ РОЖЕ 
量 的 条 件 。 В ЕЖА, НЕТ е > 0 相应 的 有 这 样 的 
和 ,使 得 |, 一 № < е 并 且 方 程 (20.1) 对 该 值 至 少 有 一 非 雾 解 9 
ЛАРЕ П < в, И № 称 为 非 栈 性 算 子 A 的 歧 点 

第 四 个 问题 是 研究 歧 点 . 

ВИЗАНТИИ СХЕМЕ 
题 ), 目 前 研究 的 特点 是 采用 非 线性 泛 画 分 析 的 方法 ， 应 用 一 般 的 
命题 于 具体 方程 (20.1) 的 研究 , 自然 要 求 算 子 A 具有 某 种 确定 的 
“良好 ”性 质 :是 连续 且 有 界 的 , 而 在 其 它 情 况 下 是 公 连 续 的 , 是 可 
微 的 ,是 某 个 泛 画 的 梯度 等 等 . 

由 于 应 用 非 线 性 泛 贾 分 析 的 普通 定理 来 研究 具体 的 非 线 性 积 
分 方程 ,这 就 要 求 我 们 作出 这 样 的 泛 画 空间 ,使 得 积分 算 子 映 该 衬 
间 到 它 自己 内 并 且 具 有 这 种 或 那 种 的 “良好 ”性 质 . 

在 大 多 数 已 知 的 研究 中 ， 作 为 泛 画 空间 巨 采 用 连续 画 数 空间 
和 空间 L“， 这 种 情况 导出 加 到 方程 中 的 丽 数 上 的 各 种 限制 。， 应 


Я ООБА ЕЗГЕРЕ БИЕ 


的 方程 类 . 

把 前 几 节 的 辕 果 和 非 线 性 泛 画 分 析 的 一 般 命 是 联系 起 来 ， 即 
可 导出 新 的 存在 定理 ,特征 向 量 定理 , 野 点 的 定理 等 等 . : 

下 面 我 们 引入 这 种 联系 的 几 个 例子 。 熟悉 非 线 性 泛 画 分 析 的 
ВЕК ВНК НОСРО Е, 

2. 解 的 存在 性 ，“ 让 明 存 在 定理 的 最 普通 方法 之 一 就 是 利用 
邵 德 尔 的 不 动 点 原则. 

ВЫЕ Д), таят А каса ааай РЕ 
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我 们 来 研究 方程 


aG) а [Их э, У + олу 
假定 满足 这 样 的 条 件 ( 矢 看 S 19) ,使 得 算 子 h 
Каб) = | (z, э, «Оу (203) 
成 为 定义 在 球 Т(0, 1; 14) 上 并 取 值 于 L$ 四 的 至 束 镇 算 子 。 又 
н 


sup Као = а, 
Паф 
.假设 有 (x) € Lš B По 一 < y, Ч 
< 7—8 


(20.4) 


ВР (20,2) ЎТ E О РАЗ T (0, у: LD 到 它 自己 内 : 
ПАК + fllo < ТАГа + Ме и < у). 

又 算 子 Как) + ҺО) АЗН ЮЙ К ал, 

iB BES Я. AB548288 Ria g£ H : 208 (20.2) 对 充分 小 的 在 
空间 73 内 至 少 有 一 个 解 . 

如 果 算 子 KK ЕЛЕНА [$ 上 ， 那 未 可 以 对 各 种 不 同 牛 
径 7 的 球 来 利用 邵 德尔 原则 ， 在 这 种 情况 下 ,自然 考虑 这 样 生 径 
的 球 ,使 得 (20.4) 右 端 得 到 尽 机 能 大 的 值 。 特别 ,方程 (20.2) 对 一 
切入 有 解 ,假如 
7 ` 


lm = co, (20.5) 


ар 
因为 当 这 个 条 件 满足 时 ,对 每 一 个 可 选 出 充分 大 的 Y 使 得 (20.4) 
成 立 . 

上 面 所 进行 的 讨论 ,例如 使 我 们 能 够 证 明 如 下 的 千 论 : 方程 
《20.2) 对 任何 市 解 ,假如 满足 定理 19.2 НУЖЕН. f(x) 是 可 求 
лтан, NCo) 满足 AR PF. 

事实 上 ， 取 Ани Ge) i 满足 全 -条件 ,并 使 得 一 方面 不 等 式 
(19.30) 成 立 , 另 一 方面 0х) 613. 则 方程 (20.2) 可 看 成 在 空间 
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Lš 内 的 算 子 方程 . 
， МЕН 19.2 的 证 明朗 得 
ИК < 21|]&(=, y)lollelx) + ЕСС) ПЛ < 
«а + ВКС (z) Dy < + ВИАС (=) А. 
因此 为 了 证 明 等 式 (20.5) 只 须 证 
im ПС) О -0 
Им llzlle 
因为 N- 画 数 NC(v) 满足 АЕ, 所 以 ( 见 (6.12)) 可 找到 这 
样 的 ww, 使 当 и, о 22 uo If 
М№М(и)М(и) < М(иь). 
ЛЕ ВЕКА ЕН N(x) == р, NGCz) = г, 又 对 不 等 式 两 端 取 反 
НЕЕ М (м), 便 知 不 等 式 
N-i(pt) 入 NTICo)NT(D 
当 p, г > р = NG(za) 时 成 立 ， 如 果 p 2 р, 而 上 < рз, 那 末 
N (pe) < N” (pp) < N (o)N” (p). 
由 此 可 见 , 当 p 2 om 时 对 一 切 z > 0 有 不 等 式 
NICoi) < NICp)NTICD + МКМ). 
从 这 个 不 等 式 即 可 推出 当 p > p, 时 


м-р = м (р 5 < 


(20.6) 


< (р) ka, + А00) | (20.7) 


ША |а) Dly < ао < 1) 
则 从 (20.77 可 推 卫 当 [шеф = р 2 p, 时 
ШАС 1 С РБ < 
< N-'(o)[a + (ру) 10; Oy] = šN” (o). 
” 于 是 从 上 述 不 等 式 即 可 推出 (20.6) ,因为 
Jim Co) — 0 
ese. P 


应 用 奥 尔 里 奇 空间 所 得 到 的 方程 (20.2) 解 的 存在 条 件 是 不 同 
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于 和 用 空间 С 3% Пе (Я [за, 6], [214], [101) 所 出 瑰 的 解 
的 存在 条 件 的 。 如 同 前 面 我 们 已 才 指 出 过 的 那样 ,这 是 由 于 这 种 
映 奥 尔 思 奇 实 间 到 它 自己 内 并 且 会 连续 的 岛 利 孙 算 子 并 不 映 空 间 
C 或 L* 到 它 自己 内 . 

辟 如 从 定理 19.1 可 推 里 方程 (20.2) 对 充分 小 的 X 有 解 ,假如 


[ертс "a < оо 


大 且 ( 网 (19,21) 和 和 (19.22)) 
[RCx, y, ш)| < АС, уе“ 
G, y€ G, — °° < x < co), „ (20.8) 
° ТАС, у) 入 allnrl + 6. (20.9) 


此 时 解 n(x) 属于 空间 8, 9 Фи) = е? 的 主 部 , 0 < 
<8< В. 
ИИА ЛЕНА 19.2 Të H Jy (20.2) 对 一 切 2 有 解 ， 假 如 
天 (x) 可 求 和 着 且 ( 见 (19.33) 和 (19.34)》 
АСЕ, узи) | < Ах, уе + In (|| + 12] 
(z, y€ G, — co < x < co), (20.10) 
| АС, у) In ЧАС, у) + Бах ду < оо, (201) 


G 

ЖЕ: Це 内 ,对 我 们 指出 的 两 个 例子 中 的 每 一 个 来 考虑 算 子 
《20.3) 是 不 能 不 加 另外 的 假定 的 。 其 中 的 第 一 个 是 由 于 有 “ 强 的 ” 
非 线 性 的 性 质 , 而 第 二 个 是 由 于 核 《x,y) 可 以 有 “ 强 的 ”奇异 性 , 

为 了 证 明 解 的 存在 定理 ,也 可 以 应 用 其 它 的 不 动 点 原则 , 

3. 正 特征 画 数 .。 巴 拿 哈 空间 互 的 凸 于 集 ® 称 为 锥 ， 假 如 从 
« € 见 可 推出 z € ЯХ—ШЕ> ОЖ, ХА и, — x Є НЕН 
й 0. 

SEN HE fa ОА Т — УВА R РЕШ ИЖЕ, 

ЯВ м < из, Е и, — m € @, Е ЕА ОАТ А 
称 为 正 的 ,假如 AR CR。 ИТА ОНИ ЙН ВАА a < = WJ 
推出 Ам < Am 
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我 们 已 经 知道 许多 关于 正 的 全 连续 算 子 特征 向 量 的 存在 条 件 
Гад жз 章 ]， 所 有 这 些 条 件 痢 可 以 应 用 于 映 奥 尔 里 奇 此 阅 到 尼 
自己 内 的 算 子 ; 

我 们 记得 普 志 定 理 中 有 这 样 的 一 个 。 

设 正 的 全 连结 算 子 K 满足 不 等 式 

Ах < Ku(u € Q), В (20.12) 
其 中 А 是 正 的 线性 全 连 秆 算 子 且 具 有 这 样 的 性 质 , 对 任何 zx € Я 
{и 32 0) 可 找到 正 数 a, B 使 得 


а < Аи < Buo. (20.13) 
ЕА K 相应 于 正 特征 值 的 特征 向 量 a: 
Ки = Аи | * (20.14) 


ХДЕ Я 内 的 无 限 长 的 连 第 枝 , 序 在 每 一 个 包含 0 而 又 洲 在 锥 
内 内 的 有 界 域 的 边界 上 至 少 有 算 子 K 的 一 个 特征 向 量 。 
设 定理 19.1 的 条 件 满足 ,又 设 АСх, y, и) 还 满足 下 列 的 附加 
条 件 : 
А(х, у, и) 2 аи (x,y€EG, и> 0), (20.15) 
其 中 a 天 0， 则 算 子 KK 满足 条 件 (20.12) ,在 那里 


А.к) = 2 [оа 


”又 易 见 算 子 A 满足 条 件 (20.13) ,其 中 wo(x) Z 1, 


从 上 面 所 陈述 的 定理 序 可 推出 : 在 这 些 条 件 下 方程 


ee 人 及 
” 范 数 可 任意 小 和 范 数 可 任意 大 的 解 . 

璧 如 ,为 了 使 得 方程 (20.16) 存在 正解 的 连续 梳 , 只 须 满足 条 
件 (20.8),(20.9) 和 (20.15)。 

4. 场 位 算 子 的 特征 画 数 . 算 子叶 做 场 位 的 ,假如 它 是 基 个 泛 
画 的 梯度 。 我 们 已 知 一 系列 关于 场 位 算 子 特征 画 数 存在 的 定理 . 
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利用 奥 尔 里 奇 空间 就 可 以 应 用 这 些 定理 来 研究 更 为 广泛 的 算 子 
类 .这 种 利用 按照 下 烈 方式 进行 。 
ВН L2 到 奥 尔 里 奇 空 间 L$ 内 的 厂 性 算 子 。 了 又 设 Еи) 
是 L$ .上 (或 该 空间 的 某 个 球 上 ) ОЗУН, 则 F(x) = Fi(Hx) 
是 定义 在 L? 上 (或 在 空间 L? 的 某 个 球 上 ) 的 泛 画 。 ЯН 
全 连续 , 那 末 不 难看 出 , РА F(*) 弱 连 续 , 序 它 在 每 一 个 L: 内 的 
弱 收 敏 夯 数列 上 的 值 是 收敛 的 . 
АПВ Fi(z) 在 奥 尔 里 奇 空间 内 可 微 ,六 为 其 梯度 算 子 , 旭 
1 B Е(и) 在 L° 内 也 可 微 , 它 的 梯度 算 子 为 
Г = H*r,H, (20.17) 
其 中 H* НИЯ, № Ls ИИ. 事实 
上 ,假如 
Е, я g) kaa Е.) г: (Ге, g) = wlv, =), 


其 中 
le(s. в) _ 0 
о lgle 
Ну 
Е(и +) — Fú) 一 (Ги, #) = 
= ЕСН; + НА) — Е(Ни) — (Г.Ни, НА) = ` 
= «(Ни, НА), 
其 中 
м |=СНи, НА)! 二 1HI tim ІСН, НА) -0 
ИАН, +0 А ПНА ІНА 
假如 u(x) 是 方程 | 
Н*Г,Ни(х) = д) (20.18) 
的 解 , 则 H (z) 是 方程 
HH*Tvy(x) = Ао (ж) (20.19) 
АЕ, 


也 此 可 网 ,方程 (20.19) 各 种 解 的 存在 定理 的 亦 明 可 以 归 辐 为 
方程 (20.18) 在 L: 中 解 的 存在 定理 的 证 明 . 为 了 起 明 场 位 算 子 的 
方程 在 І? 中 解 的 存在 ,我 们 可 以 应 用 以 前 已 经 指出 过 的 各 种 一 般 
#18 [21Д 第 6 章 ]. 
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在 定理 16.8 和 18.1 的 条 件 下 , 具有 正定 的 对 称 核 k(x, y) 的 
算 子 ; 
Кабо = | ke уН, =G) Jay (20.20) 


可 以 表 成 KK = НН*Г, 的 形式 ,其 中 让 = ГЕН. 

大 家 知道 ,每 一 个 在 L? ЗАЖИВО ВН 
的 特征 向 最。 因此 , 从 前 面 所 进行 的 计 疹 可 以 排出 : 当 定 理 16.8 
和 18.1 的 条 件 请 足 时, 放 和 

J es, Ну» «0010 = 16G) 
павета рвов зед tef, 
° 变 分 方法 同样 可 以 应 用 于 解 的 存在 定理 的 证明 。 

5. 层 点 定理 。 валят КОКО — 0) Ао 处 有 弗 力 
ЗЕНА В. 此 时 算 子 B ПОВ, сон ЕАР В 
的 每 一 个 奇数 重 的 特征 值 是 算 子 K 的 歧 点 . 

ВЕЛЕЛ Ик АИР НЕНА 
分 算 子 К 的 研究 ， 我 们 必须 知道 算 子 K 在 此 空间 的 雾 点 处 可 微 
的 条 件 ， 
| 和 壁 如 我 们 来 研究 算 子 (20.20)， 宪 可 以 表 成 复合 算 子 К = А! 

的 形式 ,其 中 A 是 核 x, y) 所 定义 的 线性 积分 算 子 。 假如 算 地 
f 映 空间 Lš, 到 空间 工交 内 并且 在 乱 点 0 处 有 弗 力 训导 数 : 
а(х) = (х, 0)u(x), 
而 算 子 A Dk LS, SJ Lš, Ч, 划 易 见 算 子 K 在 空间 Lë, 09920 0 
外 可 微 代 且 宅 的 弗 力 评 导 数 为 
B.G) = Ави = | К, Ly, Duly)ay. (2021) 


把 线性 积分 算 子 全 连续 的 条 件 ($ 16) 和 算 子 『 映 15, 到 Lš, 
内 并 且 在 空间 LS, ЗЕ 0 处 可 微 的 条 件 (§ 18) 联系 起 来 ,就 得 
到 核 k(x, УК, 0) 的 每 一 个 奇数 重 特 征 值 是 算 子 (20.20) 的 此 
点 的 条 件 。 
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主要 千 果 汇集 


ших 
1. рО) а) 是 两 个 右 连续 的 非 下 降 画 数 (s, г > 0), 
ВТУ КН”: 
905) = sup ғ, pG) = sup s, (1) 
P(Es a es 
间 时 还 满足 条 件 
p(0) = g(0)=0, p(+ оо) = 4(+ оо) = + оо, 
由 等 式 
lal Il 
мош) = f 20а, NG = j 4054: (2) 
ВПАЛ МЧ М (и) 和 NCz) 称 为 互 余 的 М-РН. 
下 列 各 对 图 数 是 互 余 的 N—Ed #k: 
M.G) = 4 (>, 


мо) = 15 (1 +21), 


мка) = ем 14] — 1, 
мо) = а + lol) n+ |) [ol. 
ШК “ 445835 M (u) < Ми), 旧 其 余 N- 画 数 对 

ФУ А ç ДЕ АБСО 8650: № (0) < Мо). 
对 互 余 的 N- 男 数 杨 格 不 等 式 恒 成 立 : 


uv < М(и) 十 NCo)。 | (3) 

此 不 等 式 成 为 等 式 仅 当 и, o ДЕИД ГНА: 
ls |P |) = MGƏ + М1, (4) 
а 0121 = м[а(|»[)1 + Мо). (5) 
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2. 若 对 自 变量 较 大 的 值 有 Mi(z) < Ми), ИВ М (а) < 
< М.(м). Im М.С) < Ми) М.и) < Mi ИМЕ М-Н 
Мба) 和 Mz(z) ЕВЕ. 从 М.) < Ма) 可 推出 其 余 NN- 
, ЗОНЕ ЖЗ N.(o) < Мо). 
М-Н Mi(x) 和 М.а) 称 为 等 价 的 (到 作 ,MiCe 一 ма), 
РЕВ ДЕ M.G) <M(u) 和 М0) МКи). 其 余 N- 画 数 等 价 
的 м-р Т. 我 们 得 到 N- 画 数 等 价 的 各 种 刊 别 法 . 
对 任何 Мр М, Са) Со = 1,2, ---) 可 找到 这 样 的 N- 画 
(и) ЖП ШС(и), 使 对 一 切 # 恒 有 Cx) <м,(и) < (и), 
3. 我 们 称 M(u) 满足 A:- 条 件 ,假如 对 自 变量 较 大 的 值 有 不 
， 等 式 
М(2и) < kMGz). (6) 
满足 А -РЕМ- НЕЕ, 
M(z) 满足 Az- 条 件 的 充 要 条 件 为 
ир(и) 
Jim а м) < co, (7) 
М(и) 满足 АЖ НО МИНА 
值 ,满足 不 等 式 


1 
f NCo) < 09), (8) 
其 中 2 > |， 
下 列 画 数 是 满足 Ax:- 条 件 的 М-РН: 
MG) = LE (a > D, 
о. 
М) = (1 + |а (1 + l|) — ||, 
М.(и) = |z |'Gn |и| + D (a> 1), 


мод ао (9) 


N(v) = e” — 181 М М (№) 满足 Az- 条 件 ; АРЕН 
显 表达 式 我 们 并 不 知道 . 
ЖЕНА М-Н M(x) 和 N(v), 使 得 其 中 的 竺 何 一 个 都 
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~ 
z 


不 满足 Az- 条 件 . 

4. 我 们 称 М М) 满足 全- 条件， , 假如 对 较 大 的 и р 
2 有 

M(uv) < CM(u) M(v). (10) 

如 果 N- 画 数 М(и) 满足 人 -条件 , 那 末 它 也 一 定 满足 人 Ay- 条 
件 . 

(9) 中 的 № М,(а), Ми), М.и) 满足 人 ~- 条件， 而 
М (и) 不 满足 А-А. 


若 对 每 一 个 充分 大 的 zx ЖЖ .. 
一 Put) 
ГО) PO] (11) 


ХРА z 是 非 上 升 的 , 旭 М-Н М(и) = № Ра 满足 全 条 
(Р. 

ЯЗ 上 ВЕК p(2) 可 微 , 则 M(x) 满足 和 -条件 只 须 画 数 

9 一 209 (12) 

对 较 大 的 上 是 非 上 升 的 。 如果 #0 非 下 降 , 那 末 M(z) 的 余 М-Н 
数 满足 A 一 条 件 . 

5. 若 М-И М(и) 等 价 于 |z|MGe)， 则 称 M(u) 满足 As- 
Ж. ; 
” 满足 Ai- 条件 的 УВ СМ Е А Et 0548 КИЧЕ ВО 389 Jin Ж Ez 
ЖН ВСА, ЗАТЕЯ НЕА ИЯ pis ВЕ о — Е Bd САРЕ АО 
N- 画 数 恢 满 足 Ai- 条 件 . 

3 M(z) 满足 Ar 条 件 , 则 其 祭 N- 画 数 NCv) 满足 Д-Р 
且 对 自 变 量 较 大 的 值 有 不 等 式 


омо) < М(0) < ВМА), (13) 
其 中 М0) 是 МС) БЕРИ. 
车 M(z) 满足 Ay- 条件 并 且 当 自 变量 较 大 时 有 
2ри) > MG а), (14) 


HU MG) 的 余 N- 画 数 等 价 于 对 较 大 的 ”等 于 “MTm(o) 的 N- 画 数 . 
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例如 车 MCw) = e — 1, 则 NCo) asa Sa e SE. o in p 
的 N- 画 数 . 
车 M(xn) 满足 A:- 条 件 , 则 М(и) ~ {7 М(и)]. 

在 满足 Ai- 条 件 的 N- 画 数 类 中 可 分 则 一 更 罕 的 而 数 类 , 即 满 
д д: Мо) ~ м. N- 画 数 Mi(z) = ем |а| — 1, 
Маа) = 2 一 ВОВА. 对 较 大 的 4 等 于 wu" 的 

` N-Bi#k M(x) 满足 人 A- 条 件 , 但 不 满足 A 条件. 
М) 满足 A*- 条 件 , 只 顷 对 自 变量 较 大 的 值 不 等 式 p(x) < 
< p(ku) 成 立 ， 又 у МО) 满足 A*- 条 件 的 充 要 条 件 为 它 的 
余 N- 丽 数 N(v) 当 " 较 大 时 有 
Мо N о 
МӘ сд зо), (15) 


由 此 可 见 ， 从 M(x) 满足 Ax- 条 件 可 推出 余 МВС NC) йй 
ж 人 ~ 条 件 . 
车 N- 画 数 M Co) 和 М, 的 增加 速度 比 任何 需 夯 数 都 快 , 则 
在 某 些 补充 假 慨 下 复合 画 数 Ni[ Ni(v)] 等 价 于 К, 
v 
名 如 М (а) 和 Ми) 满足 АГРЕ, БИС, 
6. Ши M(z) 当 自 变量 的 值 较 大 时 与 形 如 
"(Па a) (ln ln а) (ln la а) 
的 画 数 相等 ,其 中 a > 1, RJ MG) 的 余 N- 画 数 МС) 等 价 于 对 较 
大 的 "等 于 
zp[ (ln аде ln 2 Yus -(Inln: + Ја о) 8 
的 ле Нл, 
а Е 
奥 尔 里 奇 空 间 
1. 设 G 是 有 限 维 欧 氏 空间 中 的 有 界 闭 集 ，M(4) 是 一 МИ 
数 , 则 所 有 满足 
оба: M) 一 {моо 145 < оо (16) 
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ВОВ (<=) 的 集合 称 为 奥 尔 里 奇 类 .到 作 Lu = (С). 

任何 在 G 上 可 求 和 的 函数 必 属 于 某 一 奥 尔 里 奇 类 。 

奥 尔 里 奇 类 是 山 集 ， 类 Lu 成 为 线性 集 的 充 可 条 件 是 N- 夯 数 
М(и) 满足 Az- 条 件 . 

АСЯ и„(х) € Гы 称 为 平均 收敛 于 0, 假如 lim пр»; M)=0. 

2. ЖА Ты 的 线性 包 ИИ Lu, 假如 
引进 范 数 如 下 : 


Ма = ,sup | ea; (17) 
обе; NF) ЈЕ 


我 们 把 它 叫 做 奥 尔 里 奇 宪章 .。 空间 Lu 可 分 的 充 要 条 件 是 М-Я 
数 MCn) 满足 A:- 条 件 。 
集合 ФС G 的 特征 夯 数 k(x, 0) 的 范 数 可 以 根据 下 列 公 式 
加 以 计算 : 
кх, @®)|м = тез @ + М К1/тез 2), (18) 
ЗВ МС) 是 MCx) 的 余 N- 丽 数 N(v) ОБРА Же, 
以 下 的 公式 可 以 用 来 计算 范 数 : 
ыы = jt + (t + омса), (19) 


空间 Lü 中 还 可 以 引进 与 (17) 等 价 的 刘 克 施 姆 布 洛 格 范 数 : 
мо = inf k, 


Е 


м) j: a “he<1 


的 一 切 正 数 & 刘 克 施 姆 布 治 格 范 数 与 奥 尔 里 奇 范 数 之 间 
有 不 等 式 
Пао < П < 2. 
这 两 种 范 数 的 差别 为 一 常数 因子 ， 仅 当 L 与 其 一 Za > 1) — 
m=. 
3. 我 们 有 不 等 式 


llu < 1 + j M[u(z) 4 (20) 


e209。 ` 


和 


f. ме 1. (20 
G а 1. 
Эе 1, АЈ 

[мова < Yala, (22) 


对 任何 一 对 画 数 (5) € ГИЯ e (a) € LE, И z(a) (+) 必 
可 求 和 并 且 Halder 不 等 式 


人 ux) v(x) dx < а G3 


成 立 。 

欲 使 夯 数 x(*) € Lš (G) € Lš 的 乘积 u(x)w(x) 属于 
І, АЯЖАН я М-Ж R(u) 和 2(zx)， 使 对 自 变 量 较 大 的 值 
有 不 等 式 

Е(ви) < ММ Ga: ], 


Qlan) < М: Ф(и)]. Ки 
Я? Ми) 满足 A~ 条 件 ,上 则 只 须 对 自 变量 较 大 的 值 有 不 等 式 
R(as) < МИМ:Ки)], (25) 


Q ar) < Фм (и)). 
在 上 述 情 况 下 不 等 式 
зе Саг) o (a) lu, < е Сас) yw lr) 1 
恒 成 立 . 

ЕЕ Е ТСО) О 是 拓扑 积 G x G， 划 任意 一 
ЯНИЕ z(a), v(x) € Lš ЗЕЯ а(х) о (у) 属于 L 3 的 充 要 条 件 为 
М-Н М(и) 满足 A 一 条 件 。 此 时 恒 有 不 等 式 

Па Са) о Су) Пе < с1а. 

4. СИ зе Сас) А ГИ 6925 ОКОВЕ c w(x) 可 推 

出 氢 列 и„(х) 一 w(x) 平均 收 伍 于 0. НА КСВ Б О и, (0) — 
一 (a) УССР 0 等 价 的 充 要 条 件 为 М(и) 满足 АГА, 

5. 假如 M(z) 不 满足 Az- 条 件 , 则 所 有 有 界 画 数 的 集合 在 空 

BJ L 中 到 处 不 稠密 。 我 们 把 所 有 有 界 画 数 的 集合 在 ГИ 中 的 于 
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mit: 


包 记 作 Ем, 这 个 空间 是 起 着 重要 的 作用 。 如 果 МС) 满足 Az- 条 
ph, PE S Lš = Lu 重合. 

Ем 可 分 并 且 有 基底 . 

ВИС (x) € Lš 属于 Ew 的 充 要 条 件 为 它 的 范 数 是 丢 对 连 禹 
的 。 范 数 的 级 对 连续 性 指 的 是 对 任何 。 > 0, 存在 6 > 0 使 当 
mes @ < 06(@ C G) 时 有 

luCx)rCx; 2) < в. 

车 pG) = Ма) SR, BU Ew 中 的 夯 数 的 范 数 可 通过 下 面 的 

公式 来 计算 : 


ll ыы lax (26) 
ЗЧ де ЛЕНТ: 
j. N[p(k* |= (z) 1) 145 = 1 (27) 


所 确定 ， 
借助 于 空间 En, 我 们 能 够 描述 类 Ly 在 空间 L% 中 的 位 置 :类 
Гы 包含 所 有 满足 inf le 一 wlly < 1 的 画 数 z(a) 的 集合 I, 并 
“SEM 


недлевате H ра, 3⁄ Ем 是 空间 i 的 鞭子 空间 (M(x) 不 
满足 Ay- 条 件 ), 则 卫 是 Lw 的 鞭子 空间 ,而 Lu П А-В. 

6. 在 十 分 自然 的 假定 下 ， 奥 尔 里 奇 范 数 和 刘 克 施 姆 布 洛 格 
范 数 在 空间 Ew 中 (在 实 间 ГИ=Тм 中 , 当 М(и) 满足 Ai- 条 件 时 ) 
可 微 . | 

Ë MG) 的 余 М-Ж NCv) 满足 АР, МОНЫ 
单调 的 二 阶 导数 并 且 当 ¿ == 0 时 是 正 的， 则 奥 尔 里 奇 范 数 是 Ex 
上 的 可 微 泛 丽 。 奥 尔 里 奇 范 数 的 梯度 由 下 式 确 定 : 

Г. (а) = Ри), (28) 
其 中 


[мос =. 
又 刘 克 施 姆 布 洛 格 范 数 jxlluo 的 梯度 Г, 由 下 式 确定 : 
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Э) 
Ги = Авы. (29) 
j p (== (х) 2 
° Час Са 
Т. 我 们 称 画 数 族 SC Lš АБН УЖ ВАТРЕ 
ff e > 0, 可 找到 这 样 的 6 > 0, 使 当 mes@ < à 时 对 91 中 的 一 
切 夯 数 有 |ш(х)к(х; Z)||u < e. 
依 测度 收敛 的 丽 数 列 wa《x) € Ем 在 范 数 意 义 下 收敛 的 充 要 条 
件 为 它 具 有 等 度 移 对 连续 的 范 数 。 由 此 可 见 ， 画 数 族 9 C E, 在 
Li 中 列 紧 ,假如 它 具 有 等 度 艳 对 连续 的 范 数 并 且 在 依 测 度 收 全 的 
意义 下 列 紧 . 
哥 尔 英 果 洛 夫 CA. Н. Колмогоров) 和 黎 斯 (F， Riesz) 的 著 
名 的 列 紧 性 判别 法 可 推广 到 空间 Ey 中 的 画 数 族 . 
8. 一 般 来 说 ,不 同 的 N- 夯 数 确定 不 同 的 奥 尔 里 奇 空间 . 
在 集合 论 的 包含 意义 下 有 Ly, C Lš, 的 充 要 条 件 为 关系 式 
Ми) < Ми) г, НИНЕ 
1м, < qllully, (и) € Lš). (30) 
25 Ly, 和 Ly, 由 相同 的 画 数 钥 或 的 充 要 条 件 为 M.G) — 
~ Ми), 又 等 价 的 N- 画 数 所 生成 的 范 数 亦 等 价 


泛 西 和 算 子 
1. 空间 Ew БЕ НА 
IG) = [одах (31) 


S ВН, GO LS. ИКБ оО) 的 刘 克 施 姆 布 
洛 格 范 数 lola 一 致 . 

#7 М(и) 不 满足 Ar 条 件 ， 则 Z 上 存在 线性 泛 画 , "ЕЖЕ 
成 积分 表达 式 (31). 

2588 L3 自 反 的 充 要 条 件 为 MCu) 和 余 画 数 NCv) 满足 А 
件 。 

2. 在 空间 Li 内 引进 了 Es-B% kk: ЕЖЕ v(*) € Es, 
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数列 | GO G) НЯ, RUBEN ww(x) € Lü Вы 


#k. 由 画 数列 的 СВЕТ ЕН 2] О ВО Я 
性 . 

任何 奥 尔 里 奇 众 间 是 已 -能 完全 和 一 能 列 紧 的 , 罕 间 Ew 不 
具有 这 些 性 质 , 实 间 Ew 的 Bx- 弱 于 包 是 整个 空间 Ls. 

从 依 测度 收敛 和 按 范 数 的 有 界 性 可 推出 BEx- 弱 收敛 性 . 

3. 我们 找 卫 了 线性 积分 算 子 


Ар) = (к=, Фо (32) 


Мая хе РАТА 09 Р 
别 法 。 主 要 咎 果 述 之 如 下 : 

ФО) 1000) ЕН М-Н, ХВ А, у) 属于 14. 
ЗИ JE А —: 

а) Mz[Ni(z)] < (y); 

6) Ni[Mz(o)] < (о); 

в) И Ф(и) 满足 A 和 -条件 并且 

Mv) < Vr), Ni(v) < Ф(о), 
旭 算 子 (32) 映 空间 ГД, ВРЕТ Lš, 内 井 且 连续 。 

在 上 述 定 理 的 条 件 中 ,如 果 核 k(x, y) 属于 有 (CG 上 所 有 有 界 
画 数 的 集合 在 Lv 中 的 于 包 ), 则 算 子 (32) 公 连 积 。 此 时 算 子 (32) 
将 Lš, 中 了 -能 收 化 的 画 数 列 变 成 Lš, 中 按 范 数 收 化 的 叙 列 . 

4. МО) 和 NGCz) 是 互 余 的 N- 画 数 并 且 Ми) << М(и), 
又 设 L? 中 的 正定 自 共 琵 线性 连续 算 子 久 的 平方 入: 可 以 连续 地 开 
拓 成 呐 Es 到 Lš 内 的 算 子 , 则 算 子 A Е L2 到 工 $ АВ, 

在 上 述 定理 的 条 件 中 ,， 如果 算 子 A? 的 扩张 是 映 Ey 到 Lš Й 
的 全 连续 算 子 ,多 算 子 A 是 映 L? 到 [总 内 的 全 连续 算 子 . 

由 这 些 千 葵 可 推 旦 将 喘 E, 到 Г ЕЯ А 分 解 成 乘 
ЖА = НН* КРЕ, ЯН H ü: L2 Я] ГАР, Tü H* Н йо 
и ED Es 到 L2 内. 
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5. 我 们 研究 了 算 子 个 
fa (z) = Нх, u(x)], 
Ж (х, н) (ЄС, 一 co 二 zx 二 co) 对 几乎 所 有 的 xx 关于 变量 * 
ЕН Х—И е 关于 变量 * 可 测 。 找 出 了 算 子 后 喘 空间 LY, 
的 某 一 区 域 到 Li 内 并 且 连 千 有 界 的 条 件 。 与 空间 L° 的 情况 不 
同 , 算 子 1 可 以 是 定义 在 某 一 球 上 ,而 不 在 整个 空间 上 定义 . 宅 可 
在 某 一 有 界 于 域 上 处 外 连 粹 ,但 不 在 该 区 域 上 有 界 . 

我 们 陈述 有 关 算 子 f 的 性 质 的 若干 命题 . 

У П, 表示 所 有 与 Ем, 的 距离 小 于 r ВОЕН а(х) € ГМ, ИЖ 
合 , 设 算 子 f 映 了 ,到 Ем, Ё, 旭 它 在 11, 的 每 一 点 连 积 , 并 且 在 球 
llalla < x 二 x 上 的 值 的 集合 按 Г, 的 范 数 有 界 。 

算 子 1 的 连 纺 性 和 有 界 性 的 具体 条 件 可 由 所 x, и) 增加 速度 
КИБЕБАЖН. 47 | 


икон} 


(ЕС, – оо < x < co), (33) 
ЗЕЯ 5) Є Ev, О(м) Е М-Р, а," > 0, ДІЙ ТА П, 
到 Ем, 内 ,在 П, 的 一 切 点 连续 , ЗЕН ЕВЕ В Па < r < r 
上 有 界 。 当 М.а) 满足 Az- 条 件 时 在 (33) 中 可 以 取 9(x) = и, 
6. ШУЛЕН 4 М-Р R(x) 和 О(и) ,使 对 自 变 量 较 大 的 值 
不 等 式 (24) 成 立 ,或 当 М.и) 满足 A 条 件 时 不 等 式 (25) 成 立 ; 又 
设 导数 f(x, u) 存在 ,并 且 宅 确定 了 映 球 lalu, < > 到 Lš 内 的 一 
个 连续 算 子 fl: пе) = Их, x(x)]; 则 算 子 1 在 该 球 中 的 每 一 个 
内 点 按 Frechet 意义 可 微 , 而 且 在 点 wx(x) 处 的 Frechet 微分 ВА 为 
ВА(х) = folx, ux) ЈА (к). 
更 精致 的 是 算 子 1 在 白 立 点 ,而 不 是 在 区 域 上 可 微 的 条 件 . 
Т. 非 线性 积分 算 子 


Кеб = | kG, НУ, ФО) № GO) 
ЕЯ f 和 线性 积分 算 子 (327 的 复合 算 子 。 жая 
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ЕВРЕИ Lš, 到 空间 Lš, 内 并 且 在 某 一 球 上 连续 有 界 的 条 件 和 和 个 

子 (32) 映 Lš, 到 Lš, 内 工 且 全 连续 的 条 件 就 得 到 算 子 (34) 在 空间 

Lš 内 全 连 秆 的 条 件 。 | š 
建立 了 更 一 般 的 非 线 性 积分 算 子 


Кос = [ИФ му > 


ДЕК Е Pq 26 3B BR 0 28 Е, 
这 些 条 件 使 我 们 能 对 某 些 实质 上 非 荐 ， 非 绥 性 的 算 子 选择 奥 
НР ВЕРЕ В РЧ 2:7, 
例如 , 设 
АС, у, 9) «АС, у) Саба) + КС [91 
(х, уЄС, — оо < x < оо), 
其 中 (x, y) ЄЁм, а(х) Е 1%, (и) ХЕ 0938868438, М (и) 满 
ДЕ А-СУ EE ПА) 。); 又 设 对 自 变量 较 大 的 值 有 
R(yu) < КМ(и). 
在 这 些 假定 下 算 子 (35) ВЕЕР Li 的 某 一 球 到 Lš 内 并 且 全 
连续 
还 证 明了 非 线性 积分 算 子 的 一 批 其 它 性 盾 ， 
8. 热 悉 了 积分 算 子 (35) 在 其 上 具有 良好 性 质 ( 连 种 , 全 连 
灶 , 可 微 , 场 位 型 等 等 ) 的 空间 ,就 可 以 用 非 线 性 泛 画 分 析 的 一 般 方 
法 来 研究 方程 


ро) 一 人 ke y ФО. бв) 


应 用 这 些 方法 可 以 导出 解 和 固有 函数 的 存在 定理 ， 歧 点 定理 
以 及 导 的 构造 等 等 ， 所 证 定理 的 特点 在 于 诗 论 的 方程 的 丫 弱 此 可 
以 带 来 实质 上 非 老 的 特征 。 
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551,2. НИТЕ НЕО: Л: Jensent 建立 的 , 其 ( 特 
别 N- 图 数 ) 理 论 初 步 的 详细 氢 壕 读者 可 在 [58], [41], [12] 中 找 
3. 

我 们 所 采用 的 通常 的 N- 画 数 的 定义 与 Orlicz 和 Birnbaum( 
的 Y- 画 数 的 定义 一 到 

$3. Orlicz 和 BirnbaumI4 称 М-РН М, (и) 和 Mz(z) 等 价 ， 
假如 对 自 变 量 较 大 的 值 有 

aM,(u) < Ми) < 2Mi(z)。 

在 这 种 意义 下 的 等 价 性 设 明 , N- 画 数 M (u) 和 M:(z) 确定 相同 的 
Orlicz 类 ( 见 $ 8)， 而 在 我 们 定义 ea 下 的 等 价 性 发 明 N- 画 数 
M.G) ЯМ; и) Е РАДА АА В #c Ej 69 Orlicz 空间 . 

554,5. 满足 Ay- 条 件 和 人 ~ 条 件 的 W- 西 数 类 看 来 首先 是 
在 Orlcz 和 Birnbaum 的 工作 [4] 中 引进 的 。 但 他 们 对 请 足 这 些 
КУРЕ ВО," 

ЖЕ $$ 4, 5 НЕНИЯ AA ВТА [250, жа, 
与 定理 4.2 相近 的 千 论 , С. М. Лозинский?) (4Е NGCz) 满足 Аг 
条 件 的 补充 假定 下 ) 已 得 于?， 

直到 现在 谷 未 找到 满足 A- 条件 的 充分 显明 而 又 有 效 的 充 
ЗЕЯ; 如 能 找 出 利用 余 N- 画 数 来 表达 的 和 判别 法 , . 则 将 是 有 价 
值 的 。 

$6. 本 节 所 陈述 的 命题 补充 了 不 久 前 发 表 于 [25B, ©, и] вн 
м. 

我 们 还 不 知道 利用 祭 М-РН N(v) 来 表达 М-РН M(z) ій 

1) С. М. Лозинский ЖАВИ, 亲切 的 把 他 所 找到 满足 和 :条 件 的 一 
条 列 州 别 疆 告诉 作者 。 这 些 研究 是 将 近 十 年 以 前 进行 的 ,但 始 浆 未 发 表 。 
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足 A- 条 件 的 方便 的 利 别 法 ,希望 能 够 得 到 与 定理 6.8 的 形式 相 类 
ЧЕН. ` 

借助 于 与 ЖЕН КЕ, 可 以 分 出 更 窗 一 些 的 增加 
速度 很 快 的 N- 画 数 类 。 譬如 , 我们 称 N-ES š M(z) 满足 Ao- 条 
件 , 假 如 GB[M(w)] 一 M(z), 其 中 @(x) 是 某 一 确定 的 V- 画 数 ， 可 
以 证 明 满足 任何 As- 条 件 的 V- 画 数 类 是 不 空 的 , 例如 车 ФСи) 的 
主 部 等 于 e=, M(u) 的 主 部 等 于 c“, 则 显然 有 @[M(O] 一 Ma); 
但 满足 Ao- 条 件 的 N- 画 数 类 的 研究 还 没有 进行 。 

$ 7。 这 一 节 的 精 果 已 陈述 于 [25r], 而 且 那 里 是 针对 稍 许 更 
一 般 的 N- 丽 数 类 来 讨论 的 . 

$8. 我 们 所 考虑 的 两 数 类 在 Orlicz 和 ВипЬаит 的 工作 
中 已 烃 群 尽 地 研究 过 (同样 可 参看 [62])。 许 多 作者 的 一 系列 工作 
( 辟 如 [12],[14],[18],[20],[31],[36]) 中 ,主要 是 针对 画 数 渝 间 
题 ( 般 数论 ;奇异 积分 , 逼近 和 花 等 等 ) 应 用 了 Orlicz 类 和 Orlicz ZE 
№. Канторович 双 将 Orlicz 类 用 于 后 序 空间 理论 ft。 

还 应 蔷 指 出 日 本 数学 家 Nakano, Jamamuro 等 人 关于 横 空 间 
理 葵 的 工作 cm to, Ш 与 Orlicz 类 和 orlicz 空间 是 有 联系 的 . 

$9. 空间 Lš Я: Odicz 在 [40a] 中 引进 的 , 敲 广 是 在 N- 画 数 
MG) 满足 Ar- 条 件 的 假定 下 来 研究 空间 9 的 。 АЕ, 
空间 工 世 的 一 批 性 质 在 [406] 和 [12] 中 得 到 证 明 。 

由 公式 (9.18) 所 定义 的 范 数 是 Luxemburg 引入 的 , 利用 类 
似 的 公式 可 在 模 空间 内 引进 范 数 ( 见 [37],[63]). 

许多 作者 (例如 参看 [12], [32], [496]) 都 计 论 过 由 定义 在 无 
限 测度 的 集合 和 不 连 苇 测度 的 集合 上 的 丽 数 构成 的 Orlicz 25 8. 
特别 当 集 合 是 一 点 列 并 且 其 中 的 每 一 点 的 测度 均 为 1 时 ,Odicz 
空 则 成 为 数列 空间 ,我们 把 它 记 作 IX, 宅 是 空间 PP СЕЈ. 这 种 
空间 Orliczt%6) 和 后 来 年 青 的 “ 喀 山 "数学 家 IO. И. Грибанов 都 
РЭУ, М. Dinculeanupa'gl ЗНАЙ 8:84 269 Orlica 空间 . 
510. 2580 Ем 是 在 [256, д, e] 中 引进 并 加 以 研究 的 . 1406] 
ЖН Orlicz 实 间 可 分 的 充 要 条 件 。 定理 10.1 和 10.3 的 证 明 是 进 
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现 于 葵 文 [256, e] 之 中 。 第 7 段 是 作者 们 与 Н. Г. Шимко 合 写 
的 . | 
‚ $1. Такавазы А 在 №899 M(z) 满足 人 Ay- 条 件 的 假定 下 ， 
将 空间 L? 的 男 数 族 的 列 紧 条 件 的 Колмогоров 定理 拓 广 到 Orlicz 
符 闻 ;更 精确 的 说 ,定理 11.2 就 属于 这 种 推广 。 定理 11.3 在 空间 
Lr 的 情况 下 [21B] 中 已 输出。 定理 11.4 是 F. Riesz 关于 空间 L? 
НД ДЕННИ), Е ЕН Ю. И. Грибазэв 诈 明 的 ,还 
ЕВ Н ЕН 11.4 相近 的 结 其 可 看 作 Г. Е. Шилов 所 
证 明 的 一 种 一 般 的 列 紧 刊 别 法 的 直接 推 花 . 

设 R 是 由 定义 在 交换 重 紧 至 便 及 ( 它 的 运算 记 作 加 法 ) 上 的 复 
pet a 宪 间 ,根据 Г. Е. Шилова, др хрр 

个 站 € R Ши ЕЯ f(t 十 А) ЗУР КЕНТ 

ПС + |= NAD GG)6 R, ВЕН) 


和 
Въ е 4) — Кор =o (КОЕК), 


则 称 尺 是 齐 性 的 画 数 空间 。 


3638694538 U, 使 得 从 AEU 可 推 岂 IG +0) 一 “l <e ы 
$J JG) € 9 yr, 

Шалов 定理 的 证 明 是 利用 地上 的 调和 分 析 . 

H. П. Натазсоя 指出 Tamakin59 是 错误 的 起 明了 A. H. 
Колмогороз 关于 L° 空间 的 画 数 族 的 列 紧 性 定理 中 的 第 一 企 条 
件 不 依赖 于 读 定 理 的 其 它 条 件 .。 最 近 В. H. Судаков 证 明了 
А. Н. Колмогозоз 定理 以 及 它 在 空间 L (А. Н. Тулайков8”)) 
和 Odizz 空间 的 拓 广 中 男 数 族 的 范 数 有 界 的 条 件 是 其 它 条 件 的 必 
然 推 葵 , 因 丈 可 以 删 去 . 

$ 12. Оса 指出 了 当 М(и) 满足 Az- 条 件 对 Haar В 
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构成 实 轩 Г 的 基 ; М. З. Соломяка 的 文章 四 中 又 让 明了 在 可 
分 的 Orlicz 空间 中 由 Haar 图 数 构成 的 基 具 有 正 交 性 , 换言之 级 
数 (12.3) 的 部 分 和 满足 不 等 式 


Јр воо |> [2 о |, 
i=1 ' і=1 М 

ДЕ $ 12 中 引入 的 Lš АЧ РЕА АЕ ЛЕ 
32835 [26а] ,证 明 中 利用 定义 在 区 间 上 的 而 数 的 空间 作为 过 滤 的 
方法 可 以 应 用 于 许多 其 它 命题 的 证 明 ， 也 就 是 襄 有 一 对 列 的 章节 
可 以 仅 限于 讨论 定义 在 区 并 上 的 面 数 的 Orlicz 空间 ; 作者 不 这 样 ” 


做 的 原因 是 在 于 讨论 任意 有 连 炉 测度 的 集合 G 井 不 引起 附带 的 困 “ 


ХЕ. 

任何 有 有 限 连 各 测度 的 集合 可 以 一 对 一 的 映照 到 区 并 上 , 使 
得 在 此 映 象 下 不 改变 每 一 个 子 集 的 测度 ,这 事实 的 证 明 参 看 [45]， 

$ 13. 本 节 的 部 分 结果 已 在 [25a, re] 中 陈述 过 .。 

$14. 空间 Ги 上 线性 泛 画 的 一 般 表 达 式 定理 , 在 М-Н 
М(и) 满足 Az- 条 件 的 情形 下 ,于 [40a] 中 已 证 明 ; 又 [406] ЕЕ 
明了 定理 14.1, 当 M(x) 不 满足 Д-Р, Ем 上 线性 省 画 的 一 
般 表 达 式 定理 在 [250] 中 已 起 出 (同样 可 参看 [32]), 但 Ги Е 
泛 画 的 一 般 表 达 式 开题 谷 未 解决 . 

[32] 证 明了 线性 泛 画 的 范 数 与 生成 它 的 画 数 的 Luxemburg 范 
数 之 并 的 联系 的 定理 。 Д. В. Салехов 7.91 妖 和 的 研究 了 图 数 
ко). Е 

Amemiya 的 工作 [1] 中 借助 于 模 空 间 理 论 研究 了 Luxemburg 
范 数 与 由 公式 (10.11) 确 定 的 范 数 阅 的 关系 ; 如 果 这 黄种 范 数 的 差 
别 仅 为 常数 因子 , 那 末 所 其 的 空间 必 为 LP. 由 于 定理 10.5 公式 
《10.11) 确 定 了 通常 的 Orlicz 范 数 , 而 Luxembfrg 范 数 与 它 生成 
的 线性 泛 夯 的 范 数 一 致 ( 见 第 5 段 ), 所 以 由 Amemiya 的 结果 也 可 
推出 在 121 页 所 陈述 的 Д. В. Салехов 定理 。 

因为 我 们 还 不 知道 Ги 上 厂 性 泛 贡 的 一 般 表达 式 , 所 以 研究 
通常 的 弱 收 化 并 不 方便 ,因而 帮 究 把 L 5 д0 Ен 上 的 线性 活 图 而 
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引进 的 弱 收 倒是 适宜 的 . 、 

5515,16. 我 们 指出 了 和 线性 积分 算 子 的 大 量 研究 工作 中 的 某 
些 成 果 。Radontl 对 连续 丽 数 空间 C 的 线性 积分 算 子 进行 了 最 群 
НИЯ. 对 L? 空间 的 最 简单 的 定理 见 [3];[44] . 

С. Л. Соболев 和 B. H. Кондрашев 的 工作 中 已 .经 研究 过 
特殊 类 型 的 线性 积分 算 子 (所谓 场 位 型 算 子 ) ( 见 [50]). Д. В. 
Канторович! 得 到 映 L? ЗЕРЕН Р-НЕ, 
拓 广 了 С. Л. Соболев 和 B. H. Кондрашев 的 工作 . 

Zaanen!%) 证 明了 一 批 有 关 映 Orlicz ре Е оча #& PE 
积分 算 子 的 定理 , 作者 们 的 其 让 [256, x] 双 专 门 研究 了 映 Orlicz 
空间 到 它 自己 内 的 黎 性 积分 算 子 , 它 的 发 展 构成 $5 15, 16 的 基本 
内 容 . 

` 定理 16.3 Zaanen 在 假定 N- 丽 数 满足 Ai- 条 件 的 情况 下 已 经 
证 明 过 . 

自然 期 望 滥 循 Канторович! 研究 映 Г? 到 它 自己 内 的 算 子 
的 途径 可 得 到 线性 积分 算 子 映 Orlicz 空间 到 另 一 Orlicz 空间 内 
连续 和 全 回炉 的 新 的 条 件 。 在 这 些 新 的 条 件 中 看 来 必须 将 核 限 制 
如 下 :存在 夯 数 B(x), Bx), RICu) 和 В.С) 使 得 


Фо) = | 6б, dy € L2, 
和 
фо) = | mG, yl ELS, 


成 立 。 

此 时 核 《x,y) 所 定义 的 线性 积分 算 子 映 Ls, 到 工 世 内 。 88 
数 Mi(z)。 М/и) 与 函数 Dn), Ф.и), RiCn), Еби) 之 间 必 有 基 
关系 式 (暂时 还 不 知道 ) 相 联系 . 

[21 8] 中 指出 线性 算 子 分 解 的 最 初 几 个 定理 (同样 可 参看 
_ [214])。 对 Orlicz 实 间 线性 算 子 分 解 的 最 初 几 个 定理 是 在 [217] 
. “中 和 给 四, 并且 详 尽 地 陈述 于 [253]，[5B, г], [22], [266], [498] 得 
到 线性 算 子 分 解 的 一 柔 列 定理 。 本 书 关 于 线性 算 子 分 解 定理 的 证 
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明 方法 是 采用 于 [22]。 注意 在 定理 15.5 和 16.7 RSJ PAR 2 (2: 
看 [22]) 算 子 А 自 共 加 ,此 时 定理 的 条 件 必 须 对 AA* 满足 , 而 不 . 
是 对 A 满足 。 

从 关于 场 位 型 算 子 的 定理 16.9 依照 熟知 的 步 又 5 可 推 
ШЛЕМ. Х Е. П. Калугизай%6 хн C. JI. Co- 
болев, В. H. Кондрашев 和 С. М. Никольский 应 用 Orlicz /# 
量 的 嵌入 定理 的 另外 补充 . 

$16 第 3 段 系 取材 于 [46B]. 

$17. 在 [17] 中 首先 应 用 Caratheodory 条 件 来 研究 非 线 性 算 
=+. 

定理 17,1 拓 广 了 可 测 画 数 C- 性 质 的 H. Н. Лузин 定理 ,看 
来 鼓 定 理 首 先是 在 [23] 中 得 到 证 明 的 .。 

对 各 种 泛 画 空间 (特别 对 L? 空间 ) 算 子 f 已 由 许多 作者 研究 
过 (例如 见 [39a], [214], [55, r])。 对 Orlicz 空间 算 子 和 的 连续 
性 和 有 界 性 的 基本 命题 是 在 [46a, 6], [253] РН. 第 2 一 6 段 
叙述 了 这 些 命题 的 稍为 更 一 般 的 形式 . 

定理 17.8 是 采用 于 [45B]. 

$ 18. 有 许多 的 作者 利用 过 泛 丽 (18.6) ([6], [7], [21n], 
[ѕа, г], [49а], [466] 等 等 ). 对 ГР 空间 定理 18.1 A. И. Позо- 
vloqkH 首 ( 贿 看 [216]) 已 输 予 证 明 ， 双 泛 落 (18.6) 定 义 在 Orlicz 25 
间 上 的 情形 ,在 [466] 和 后 来 的 [253] 中 已 讨论 过 . 

在 [35], [59], [5a] 中 令 述 了 泛 画 空间 微分 学 的 一 般 事实 , 映 
Orlicz 空间 至 它 自己 内 的 算 子 1 可 微 性 的 部 分 定理 ,不 久 前 已 刊载 
于 [25B, 3]. ЖЖ Le 空间 内 算 子 1 的 可 微 性 的 研究 已 发 表 于 文章 
[56] 中 ，Orlicz 范 数 和 Luxsmburg 范 数 的 梯度 公式 ( 见 [25K]) ZE, 
Г» 范 数 的 梯度 的 Mazur 公式 的 推广 。 

519. тант даа [23] (同样 可 参看 [214]) 中 某 些 
命题 的 拓 广 。 [253] 对 映 Orlicz 空间 到 它 自己 内 的 Hammerstein 
算 子 进行 了 讨论 ， 这 讨论 是 建立 在 将 这 种 算 子 表 为 K = Ai 的 基 
ЖЕ. 
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映 其 它 泛 画 空 间 到 它 自己 内 的 各 种 非 线 性 积分 算 子 的 矿 究 ， 
巨 在 许多 工作 中 进行 过 ([7], [101, [111, [5r], [21n], [39a, 6], 
【29] 等 等 ). 

$20. 譬如 [396], [21n], [30] 都 提供 了 非 线 性 泛 画 分 析 的 
一 般 方法 . 

本 节 引 用 了 [214] 中 所 证 明 的 一 切 命题 . 

第 2 段 中 所 氢 述 的 弱 非 线性 方程 解 的 存在 性 定理 的 基础 是 
В. М. Дубровский 在 [11] 中 用 于 研究 其 它 类 积分 方程 的 方法 。 

Banach 空间 的 锥 体 理 葵 基本 上 是 M. Г. Крейн 发 展 起 来 的 
\[28] 陈述 了 这 个 理论 的 基本 命题 ), 它 有 相当 大 的 一 部 分 是 与 秆 
序 空间 理论 相交 叉 的 ( 见 [16]). | 

第 3 段 中 所 利用 的 正 固有 莉 数 的 连续 枝 的 一 般 定 理 是 具有 单 
调 余子 式 的 算 子 的 更 一 般 定 理 ( 见 [214]) 的 特殊 情形 , 

应 用 变 分 方法 来 研究 Hammerstein 算 子 的 方程 是 在 工作 [6]， 
[7] 中 开始 的 。 第 4 上 段 中 所 氢 壕 的 将 算 子 A 分 解 成 乘积 HH* 的 
方案 是 属于 作者 之 一 的 , 这 种 方案 应 用 于 L? 空间 的 及 组 情况 见 
[214], ХТ Orlicz 空间 的 应 用 可 参看 [465] 和 后 来 的 [253]。. 

HER. ”最 近 得 到 一 批 有 关 Orlicz 空间 的 新 成 果 ( 例 如 164 一 
711). 

В. С. Виденскийе! 发 现 了 N- 画 数理 葵 与 整 画 数理 论 之 半 
的 有 趣 的 联系 。 特 别 他 起 明了 N(v) — In > exp[fzz 一 M(z)], 其 
Я M(u) 和 NGCo) 是 任意 的 互 余 N- 函 数 ， 

[69] 中 证 明了 所 有 使 得 МЧ (о) 1 可 求 和 的 夯 数 u(x) 的 集 
合 构成 环 的 充 要 条 件 为 M(x) W ДЕ A:- 条 件 . 
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